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Analisi Matematica A

Dato un numero naturale o nullo n, n assumera i seguenti valori ordinati {0,1,2,3,...}.

Si definisce n fattoriale o fattoriale din: n!=n-(n—1) questa formula ¢ corretta solo se n > 1,
poiché 0'=1

Questa definizione ¢ detta per ricorrenza, perché per conoscere il valore del fattoriale assegnatomi
devo prima conoscere il valore del fattoriale che lo precede.

11=1-01=1-1
21=2-11=2-1
Es. 31=3.21=3.2:1

41=4.31=4.3.2-1
51=5.41=5.4.3.2-1

La formula generica sara: n'=n-(n—i)-(n-2).-2-1
Per avere una stima del valore del fattoriale sapro che: 2"<n!<n"

Dato un insieme A formato da un numero n finito di elementi e preso un altro numero naturale k <
n, si definisce disposizione di k elementi tra gli n dati ogni sottoinsieme ordinato di A formato da k
elementi, due disposizioni di k tra gli n elementi sono diverse se differiscono per gli elementi
oppure per I’ordine con cui vengono presi gli elementi. Il numero delle disposizioni di k elementi
tra gli n dati ¢ dato dal seguente prodotto: n-(n-1)-(n-2)..-(n-k +1)

Un altro modo per ottenere il numero delle disposizioni ¢ il seguente:

n-(n—l).(n_z)m,(n_k+1).(n—k)! _ !

(n-k) (n—k)

Essendo (n—k+1)-(n—k)=(n—k+1) nl=n-(n—-1)-(n-2)..-(n -k +1)

. . .. . D .., n!
Se k = n, si parla di permutazioni ed il numero di permutazioni sara n! poiché o

Dato un insieme A formato da n elementi, preso un numero naturale k < n, si definisce
combinazione di k elementi tra gli n dati ogni sottoinsieme di A formato da k elementi, due
combinazioni sono diverse se sono formate da elementi diversi. Il numero di combinazioni di k fra
) . N n-(n-1)-(n-2)..-(n-k+1 n!
gli n elementi dati sara dato da: ( ) ( ) ( ) =
k! k(n —k)

n
k
Formula del binomio di Neewton: dati a,beR e ne N, cerco una formula per esprimere le

Il risultato della formula ¢ detto coefficiente Binomiale e si indica con: ( j (leggi n su k)

seguenti quantita (a + b)n (potenza ennesima del binomio a + b)

(a+b) = S P e P R R MU g AU
0 1 2 n-1 n

La formula compatta sara:
2 (n
Z(kja“k -b* (leggi sommatoria per i valori di k da 0 a n)
k=0
Per i coefficienti si utilizza il triangolo di Tartaglia Pascal
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1

11

1 21

1 3 3 1

a6 4 Questa tabella mi serve per calcolare i coefficienti binomiali

1 5 10 10 5 1
1 6 15 20 15 6 1

1 7 21 35 35 21 7 1

La proprieta dei coefficienti binomiali ¢ la seguente: i coefficienti binomiali equidistanti dagli
estremi sono tra loro uguali. Quindi fissata una riga (n) e una posizione su di essa (k) si puo scrivere
la seguente proprieta:

n n .
= tale proprieta € vera Vn e Vk <n
k n-k

La seconda proprieta dei coefficienti binomiali mi dice che la somma di due coefficienti binomiali
su una riga ¢ uguale al coefficiente binomiali che si trova sulla riga successiva sotto al coefficiente
piu spostato verso destra.

n n n+1 o
+ = tale proprieta € vera Vn e Vk <n-1
k k+1 k+1

Esempio: Nella quintariga 6 +4 =10, e il 10 si trova sotto al coefficiente binomiali piu a destra
Un ultima proprieta del binomio di Neewton, detta anche disuguaglianza di Bernoulli, vale solo in
un caso particolare, cio¢ con a = 1, quindi avremo che:

(1 + b)n >1+nb Vx e N,b> -1 b deve essere maggiore di —1 poiché se b<-1 (1 +b)"
risulta minore di 1.

Questa disuguaglianza viene dimostrata per ricorrenza, poiché la sua dimostrazione ¢ legata alla
definizione di fattoriale, cioé:

1) Dimostro la proprieta per il primo valore di n consecutivo, cio¢ n + 1

n=1=(1+b)" =1+b

La relazione ¢ vera per uguaglianza
n=1=1+nb=1+b

2) Suppongo vera la proprieta al passo n - 1 e la dimostro vera al passo n, cio¢ da un numero
(n—1) al suo successivo (n):
Hp: (1+b)"'>1+@n-1)b
Th: (1+b)"=1+nb
Dall’ipotesi moltiplicando entrambi i membri per (1 + b), considerando b > -1, ottengo:
(1+b)-(1+b)"" > (1+b)l+(n—1)-b]
(1+b)" 21+ (n—1)-b+b+(n-1)b?
(1+b)' 21+n-b+(n-1)b>
(n— 1)b” & sempre maggiore o uguale a 0, ne consegue che (1 +b)">1+nb
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Dati due insiemi A e B, si dice funzione dell’insieme A all’insieme B ogni legge che ad ogni
elemento di A fa corrispondere uno e un solo elementodi B: f:A —> B

L’insieme A ¢ anche detto dominio della funzione e si indica con Df. L’insieme degli elementi di
B, che sono corrispondenti di almeno un elemento di A, fanno parte del condominio che si indica

con Cf Cf ={yeB:Ixecd: f(x)=y}
Sa A e B sono sottoinsiemi propri di R (A,B c R) la funzione si pud rappresentare sul piano
cartesiano. Esempi:

fix) =2x
A

AEx) =%
A

f(x) =1
A

fax)=x
A

Y
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Una funzione si dice INIETTIVA se a ogni elemento distinto di A fa corrispondere elementi distinti
di B, cio¢: X, X, SV £V, quindi f1(x) e fa(x) sono iniettive.
Una funzione si dice SURIETTIVA se il condominio della funzione coincide con B (Cf = B),

quindi f1(X) e fa(x) sono suriettive.
Se una funzione ¢ sia iniettiva che suriettive, la funzione si dice biunivoca.

Data una funzione £ A = B mi chiedo se esiste una funzione che indicherd con ' :Cf — A tale

che () =xe f(x)=y

Questa funzione, detta funzione inversa, posso trovarla solo se la funzione ¢ iniettiva, perché ad
ogni elemento di partenza devo associare uno ed un solo elemento di arrivo.
Se f:A—> B ¢&biunivoca allora 3f ' : B— 4 che ¢& biunivoca
N: insieme dei numeri naturali;

P: insieme dei numeri pari;

S: insieme dei numeri dispari;

Z: insieme dei numeri interi;

Q: insieme dei numeri razionali (positivi, negativi e frazioni);
R: insieme dei numeri reali;

€: appartiene;

/ - : tale che;

@ - {}: insieme vuoto;

c: inclusione propria;

c: inclusione impropria;

V': per ogni,

3!: esiste un solo

3: esiste;

&t se e solo se;

=: se;

—>: ne consegue che;

M: intersezione;

U: unione;

Al €

V: 0;

X: cartesiano

P={2k; ke N}

S={2k+1;keN}

Se AnB =& 1 due insiemi si dicono disgiunti;

P + S = N gli insiemi P, S si definiscono partizioni dell’insieme N poiché¢ PNS = & e la loro
somma ci da I’insieme N.
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Dati 2 insiemi A e B, questi si dicono equipotenti o che hanno la stessa potenza se
df:A—> B biunivoca  (es. P ¢ equipotenti a N).

Ogni insieme A che sia equipotenti a N si dice numerabile o che ha la potenza numerabile, si
dimostra che Z ¢ numerabile. A sua volta anche Q ¢ numerabile.

Dati 2 numeri p,qeR, tra essi ¢c’¢ sempre almeno un numero azionale diverso da entrambi,

(uj da cui possiamo notare che tra p e q ci sono sempre infiniti numeri razionali.

Considerando una retta r sulla quale fisso un punto 0 (origine) e fisso un altro punto diverso P, che

quindi mi da unita di misura e verso, ne consegue che a ogni numero razionale — > 0 corrisponde
n

— m
uno ed un solo punto P, con P, : OP, = —
n

0] P Py
| | |
| | | >

Tale funzione ¢ f:Q" — r, ne consegue che questa funzione ¢ iniettiva e non suriettive, quindi si

avra che 3P' er non sempre si avra il corrispondente numero razionale (vedi esempio sotto con la
costruzione de quadrato di lato unitario).

|
0 P P

Quindi il segmento OP' non ha rappresentazione nell’insieme Q, cioé ¢ incommensurabile e ne

2
m

consegue che: 3—:—-=2 questo significa che m € n sono primi tra loro. Dimostriamo ora che
n n

questa definizione per assurdo, quindi dimostriamo che: 3— :m”* =2n” = m” ¢& pari, ne consegue
n

che un quadrato ¢ pari se il numero ¢ pari, e cioé m = 2p, con p € N, ne consegue che m* = 4p?,
quindi sostituendo a m* = 2n” si avra: 4p> = 2n” oppure 2p> = n’, questo implica che anche n ¢ pari,
ma m ed n devono essere primi tra loro, quindi la proprieta iniziale ¢ assurda.

Tutti i punti che non hanno corrispondenza nei razionali sono i cosiddetti irrazionali.
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Definizione assiomatica dell’insieme dei numeri reali (R)
Su R sono definite due operazioni, addizione e sottrazione, che godono della seguente proprieta:

at+b=b+a
1. Commutativa: Va,b e R
{ a-b=>b-a }
- (a+b)+c=b+(a+c)
2. Associativa: Va,b,ce R
(a-b)-c=b-(a-c)
3. Distributiva: (a+b)-c=a-c+b-c Vab,ceR

a+0=a
4. Esistenza dell’elemento neutro: { i }Va eR
a-l1=a

a+(—a)=0 VaeR

5. Esistenza dell’opposto o del reciproco: 1
a-—=1 VaeR,a#0
a

6. Su R ¢ stabilita una relazione d’ordine tale che valgono le seguenti proprieta:

> Transitiva: a<b, b<c=ac<c;

» Antisimmetrica: a<b, b<a—=a=b;

> Ordinamento totale: Va,b € R si hache a<b oppure b <a;

» Traslativa: a<b,=2a+c<b+c;

> a<b,=a-c<b-c;

7. Assioma di completezza: dati 2 insiemi A e B contenuti in R (A,Bc R)tali che

A#0,B=0 e con a<b,VaecA e VbeB, allora
dJxeR:a<x<b VaeA e VbeB ne consegue che tra un numero e quello

successivo ¢’¢ sempre un altro numero.

Quindi sappiamo che R ¢ piu che numerabile, cio¢ € un o continuo, poiché ¢ possibile metterlo in
corrispondenza biunivoca con una retta. Se un insieme A ¢ equipotenti a R si dice che ha la stessa
potenza del continuo.

Dati a,b € R con a <b, si introducono i seguenti insiemi:

Intervalli: [a,b] ]a,b[ [a,b[ ]a,b]

Semirette: [a,+oo[ ]a,+oo[ ]- 00, a] ]— o0, a[

Ogni intervallo Ja,b[ ¢ equipotenti a R, cio¢ 37 : a,b[ — R che ¢ una funzione biunivoca.

A

| |
| |
| |
| |
| |
| |
| |
\ ——
| |
| |
| |
| |
| |
\ \
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. . . . -1
Data un’equazione algebrica razionale del tipo apx" + a;x" + ... + a,=0con a,a,,...,a, € Ressa

non ha sempre soluzioni in R, poiché il A potrebbe essere < 0, invece tale equazione sara sempre
possibile e avra n soluzioni nell’insieme dei numeri complessi C. I’insieme R ¢ sempre in
corrispondenza biunivoca con i punti di una retta, I’insieme C invece ¢ sempre in corrispondenza
biunivoca con i punti di un piano cartesiano, cio¢ 1I’insieme C ¢ costituito dalla totalita delle coppie
ordinate con a,b € R e in questo insieme valgono le seguenti regole di calcolo:

1. (a,b)+(c,d)=(a+c,b+d);

2. (a,b)-(c,d)=(a-c—b-d,a-d+b-c);
Si verifica che per queste operazioni valgono le proprietd: commutativa, associativa, distributiva.
Per I’addizione I’elemento neutro ¢ (0,0) mentre per la moltiplicazione ¢ (1,0). L’opposto del
numero (a,b) ¢ (-a,-b). Ad ogni numero complesso (a,b) corrisponde uno ed un solo punto P del
piano sul quale si ha un sistema di riferimento cartesiano. P = (a,b)

A

Come conseguenza della regola assegnata per 1’addizione abbiamo la possibilita di scrivere la
seguente identita: (a,b)=(a,0)+(0,b) Va,beR

Considero e studio ora i numeri del tipo (a,0), geometricamente ci troviamo sulla retta delle
ordinate.

La somma e il prodotto di un numero con la seconda coordinata nulla ¢ ancora un numero con la
seconda coordinata nulla, allora posso identificare 1 numeri di tipo (a,0) con a. (a,b)z a quindi
possiamo affermare che R < C, tale relazione non ¢ da considerarsi in senso insiemistica, poiché R
¢ un insieme di numeri e C ¢ un insieme di coppie ordinate.

Considero ora i numeri del tipo (0,b), sempre per le regole dette prima si ha che:
(0,b6)=(0,1)-(b,0) poiché (b,0)=b essa & verificata. Il fattore (0,1) ¢ detto unita
immaginaria e si indica con la lettera i. (0,1)=i=> (0,b)=1i-b dunque si avra:
(a,b)=(a,0)+(0,b)=a+i-b Va,beR

I1 valore di i varia al variare della sua potenza:

i’ =1-1=(0,1)-(0,1)= (~1,0)=~1

i’ =i"i=—i

it=i*-i’ =1

i’ =i
Ne consegue che le potenze di i ogni 4 si ripetono ciclicamente.
64748 64748

Esempio: (a+i-b)-(c+i-d)=a-c+i-a-d+i-b-c+i{’-b-d=(a-c~b-d)+i(a-b+b-d)
-1
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Considero ora un numero Z che posso vedere come coppia ordinata o in forma algebrica. Ad esso
corrisponde un punto P di coordinate (a,b). La posizione di P pud essere trovata tramite altre
coordinate, quali distanza OP o I’angolo che la retta OP forma con la retta r.

/
a_ /p/
P N b
\
/
0 | -
(@)

La distanza tra P e O ¢ una distanza reale maggiore o uguale a 0 e viene chiamata modulo e si

indica con p. Tra OP ed r non ¢ unicamente determinato un angolo e si indicacon 8. Se 0<0<Z ¢

detto argomento principale.

: : : . a=p-cosd

P =(a,b)=(p,0) si avranno le seguenti formule di passaggio: ,
b=p-sinf

Z=a+1-b=p-cosb+1i-p-sind :qgc%%—i-iing@)

formula  trigonometrica

p=|Z

\ . . \ +
, Z ¢ complesso, ¢ il suo modulo invece ¢ reale (Ry ).

Dato un numero complesso Z = (a,b), si dice suo coniugato (a,—b) =a-ib=2

Proprieta che lega un numero al suo coniugato:

Z+Z=a+i-b+a—-i-b=2-a, abeR

z-Z=(a+i-b)-(a-i-b)=a’ - -b*=a’+b> abeR
-1

Ne consegue che la somma e il prodotto di un numero coniugato e di un numero complesso ¢ un
numero reale.

. . -1
Dato un numero complesso Z, cerco il suo reciproco, Z™.

Z=a+i-b con a’+b>=0

1= = moltiplico e divido per il coniugato del denominatore

a+i-b
1 a—-i-b a-i-b a . —=b

. - fe] +1.
a+i-b a—i-b a’+b’ gk’ %R’
a b

22
Z

Dato il numero Z =a+1i-b chiameremo:
a=R¢Z (parte reale di Z) [vedi esempio 2];
b = Iy Z (coefficiente della parte immaginaria di Z, cio¢ b € R [vedi esempio 2];

a) Z+i-Z +2-i=0
Z=a+i-b
ji !

a+i-b+i-(a-i-b)’ +2-i=a+i-b+i-a’+i’-b*>-2-a-i>-b+2-i=

=(f‘zt%a-a'?)+i'ﬁa2—z?§b*424+?)



http://www.ing.info.too.it

R.Z*=-2
b
AR PR

Z
Z=a+1i-b

@R 67

1 a -b
E_a2+b2 a® +b’
a’—b*=-2

2_b 2 =-1

a +b

Si deve perdo porre una condizione sulla prima equazione del

sistema, € Ccio€:
a’=b"-2=b>-2>0
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Prodotto e potenza in forma trigonometrica:
Dati 2 numeri C scritti in forma trigonometrica:

Z, = Ql -{cos ?1 +i-sin01J Z, = Qz -{cos 92 +i-sin92} cerco modulo e

Modulo Argomento Modulo Argomento

argomento di Z, - Z, , ne consegue che:
Z,-Z, =p,(cosd, +i-sind, )-p, -(cosh, -sind, )quindi utilizzando le formule di addizione della

trigonometria avremo che: Z, - Z, = RyBa 003(1911 2+%Z )+ 1 sin(@1 + 62)
Modulo Argomento

Quindi potremo scrivere che:

Modulo del prodotto = prodotto dei moduli;

Argomento del prodotto = somma degli argomenti;

Se Z, # 0, il modulo o I’argomento del suo reciproco saranno rispettivamente:

Modulo: i
(o)

Argomento: -0,
Dati Z in forma trigonometrica e neN, vale la seguente uguaglianza:

7" = -l cos n,-P) +1-sin(n-0) |tale formula € detta formula di De Moivre
=g (n9) (n-0)

Modulo Argomento
Si dimostra ora tale formula per induzione:
1) n=1=7"=p, -(con@ +1- sin@) questo ¢ vero perché ¢ il punto di partenza.
2) Hp: 2" =p" -(con(n-9)+i-sin(n-9))
Th: 2™ =p™" -(con((n +1)-0)+i-sin((n+1)-6))
Quindi avremo che: 2" £ Z"-Z'= p" - (cos(n-0)+i-sin(n-0))|-[p- (cos0 +i-sond)] =
Utilizzando

la  defin.
di  pot.

= (p“ -p' ) [cos(n-0+0)+i-sin(n-0+0)]=p"" -[cos((n+1)-0)+i-sin((n+1)-0)]
Da qui la tesi, come volevasi dimostrare

Dati un numero o in forma trigonometrica ¢ n € N, cerco un numero Ze€ C:Z" =a suppongo
pero che n > 2, altrimenti banalizzerei il problema. Ogni soluzione del problema viene chiamata
radice ennesima di a.. Suppongo 6y argomento principale, cioé 2w > 0y > 0. L’incognita ¢ Z, o. e n
sono 1 dati, trasformo ora Z in forma trigonometrica: Z =p- (conO +1- sin@), le incognite ora sono:
pe6. Z" =a utilizzando la formula di De Moivre diventa:
p" -(con(n-0)+i-sin(n-0))=p, -(cosd, +i-sind,) L’uguaglianza quindi sara:

> Uguaglianza dei moduli: p" =p,;

» Gli argomenti devono differire di multipli interi di 2%, n-0=0,+2Kn:K e Z;
Ossia avremo che:
p= M poiché essendo p una distanza avra solo una soluzione maggiore di 0;

0, +2K
0 _ T TLAR VK eZ,perogniK=0,1,2, ..., n-1 si ha che:
n
0, +2Kn ) .
0 < ——— < 2n = individuo numeri complessi distinti, quindi il problema ha almeno n soluzioni

n
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Procedo ora alla sua dimostrazione:

0, + 2K
Se0p>0,K>0 =0, +2Kn>0= 2 "5
n

0, + 2K
Se@y<2m K<n-1=0,+2Kn<2n+2n-(n-1)=21= 2 _op

Ne consegue che per ogni altro valore di K ottengo argomenti che differiscono per multipli interi di

: . o . 0,+2Kn
27 da uno degli argomenti precedentemente scritti, ossia: —————

n
Valori di K Argomento
0 0,
n
1 0,+2mn
n
n 0, +2nn _ A i
n n
Differisce da K =0di 2n
Quindi il problema ha esattamente n soluzioni.

Esercizi:

a) Trovare ZeC:Z* —1-i=0= Z* =1+1idevo trovare le radici quarte (n = 4) del numero 1
+ 1. Scrivo 1 +1 in forma trigonometrica:

1)p0=\/m:\/5

1
: Dp =122
cosb, =—

T
2)0, : 1\5:90:1 2K
sinf, — 2="——=K=0,1,2
O\/Z 4
b) Trovare ZeC:Z* =1+3-i
Z=a+i-b leincognite sono a, b
P
+bP=1]% T2 [4at-9-4a>=0
7 =a’ b +2-i-a-b=143-i=° " 4’ "2 a
2-a-b=3] y_3 //
2-a
Da qui si procede con il cambio della variabile.
¢) Trovare ZeC:|Z-2|=2 e 2ImZ-ReZ=2
Z=x+i-y
1zZ-2|=2 N x+i-y=2](x=2) +y*> =2J(2-y-4) +y* =4
2ImZ—-ReZ =2 2-y—-x=2 // x=2-y-2
5.7 -16-y+12=0 8+464-60 V1T |y =2]Y27%
Yip == _6 3
x=2-y-2 5 Yo=7 X = _“
5 X2_5

La risoluzione di questo sistema ci da i punti di intersezione tra una rette e una circonferenza
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-
|

Y

Proprieta del modulo:
AR
Z|

Z,

b

2)

3) |Z1 + Zz| < |Zl| +|Zz| Tale disuguaglianza ¢ detta disuguaglianza triangolare, e si dimostra

nel seguente modo:
Suppongo di avere: %1 =(a,d) e %2 =(c,b)e hitg = (a+c,b+d)
P

Py P,

A

Non conoscendo le misure del triangolo OPS, dobbiamo dedurre le misure dei suoi lati dal
parallelismo dei segmenti di retta che ci sono serviti per la sua costruzione.

|Zl|:OP1 =P,P |Zz|:OP2 =PP  considerando quindi il triangolo OPP;, si avra come
deduzione logica che: |Z1 + Zz| < |Zl|+ |22

, per le proprieta elementari dei triangoli.

Nell’insieme dei numeri complessi non c¢’¢ la relazione d’ordine (<), non ha senso scrivere Z; < Z,
essendo Z,eZ, €C
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Dato un insieme A € R ogni M € R si dice maggiorante per A se si verifica che a <M,Va e A

Es. A= {x :l,Vn € N} M =2 - M ¢ maggiorante
n

Se M ¢ maggiorante per A = VM, > Msi ha M; > A. Se A ammette un maggiorante = A si dice
limitato superiormente. A limitato superiormente ¢ IMeR:a<M,VaecA

equivale
Se A non ha maggioranti, si dice non limitato superiormente, ciog¢:
A non limitato superiormente <> IM eRJae A:a>M
N, Z, Q, R non sono limitati superiormente, ma non ¢ limitato superiormente anche ]0,+oo[.

A limitato inferiormente <> dmeR :m<a,Vae A
A non limitato inferiormente <> ImeR3ac A:a <m

N.B. A limitato sia superiormente che inferiormente <> Im,M e R:m<a <M,Va e A

Si dice massimo il primo dei maggiorati, che ¢ il piu piccolo di essi e sta nell’insieme A, cio¢:
M ¢ maggiorante e M € A
Si dice minimo il primo dei minoranti, che ¢ il piu grande di essi e sta nell’insieme A, cio¢:
m ¢ minorante € m € A
Esempio:
1 e
A:{x:—,VneN A ¢ limitato A < [0,1]
n
1 ¢ massimo per A, 0 ¢ minorante, ma non ¢ minimo poiché 0 ¢ N

Dato un insieme A < R e un numero L € R, L si dice estremo superiore per A
L =sup.A =sup.a  se:

acA
1) L ¢ maggiorante per A;
2) L ¢ il piu piccolo dei maggioranti,
Scrivendo in modo equivalente la seconda condizione, avremo che: se prendo un numero
strettamente minore di L, esso non ¢ piu maggiorante per A. Ve >0 considero che L —¢& non ¢

maggiorante per A, ossia JacA:a>L-¢ (e: quantita positiva). In definitiva avremo che:
Ve>0JdaeA:a>L-¢

Dato un insieme A < R e un numero 1€ R, 1si dice estremo inferiore per A

|=infA = iana se:

3) 1¢ minorante per A;

4) 1¢ il piu grande dei minoranti;
Scrivendo in modo equivalente la seconda condizione, avremo che: se prendo un numero
strettamente maggiore di I, esso non ¢ piu minorante per A. Ve >0 considero che L+¢& non ¢

minorante per A, ossia JaecA:a<l+e (e: quantita positiva). In definitiva avremo che:

Ve>0JdacA:a<l+eg
Riassumendo:

1) L=sup A a<L,VacA e Ve>0JacA:a>L—¢
2) 1=infA I<a,VacA e Ve>0dacA:a<l+e
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o 1 . : .
Dato I'insieme A = {X =—,Vne N} e infA=0 dimostro le proprieta precedentemente
n

descritte:

1 .
I) 0<—,VneN tale proprieta ¢ banalmente vera;
n

2) Ve> 0dneA: i <0+¢ I’incognita ¢ n ed ¢ ¢&ildatodel problema.
n

. . =1
Considero un generico € >0 e cerco n:=<g.
n

1 . -1 e : e
= < ¢ equivale a n > —, poiché tutti i numeri sono positivi.
n €
Per risolvere questo problema ho bisogno della funzione “parte intera di”

f: Ry’ > R cosi definita, ad ogni numero x € R," associo il numero naturale o nullo che ¢ il pin
grande intero <x, allorase 0<x<1 siha f(x)=0. Tale funzione si indica con il segno [x] Il

grafico di questa funzione quindi sara:

A

—
[x]<x <[x]+1 quindi in risoluzione al problema di prima avremo che:
n= [l} +1,eN= [1} +1> 1 quindi come volevamo dimostrare il problema ha almeno una
€ € €

soluzione in questo caso ha infinite soluzioni.

Vale il seguente Teorema (di WEIEERSTRASS) [teorema valido anche se limitata inferiormente].
Se AcRe tale che A#0 e A ¢ limitato superiormente, cio¢ ha almeno un maggiorante, allora

JL e R: L =supA (esistenza dell’estremo superiore in R).

Il teorema non vale in Q, ad esempio se A = {x eQ:x*< 2}, tale insieme € limitato, non vuoto e

I’estremo superiore di A ¢ V2 ¢ Q.
Dato un insieme A # 0, abbiamo 2 situazioni:
1) A limitato superiormente, allora dsupA € R ;
2) A non limitato superiormente, allora scriveremo simbolicamente supA = +o;
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Definizione di limitatezza:
Se ho A limitato, allora 3Im,M € R : m <a <M, Va € A, ma equivalentemente si ha:

A limitato superio <> IK e R™ : |a| <K,Va e A, per dimostrare questa funzione avremo che:

1. |a| <K utilizzando la proprieta del valore assoluto, equivale a: -K <a <+K, ne consegue

che posso prendere m = -K e M = +K.
2. K= maxﬁm M|}

2

Definizioni analoghe di funzioni (lim. Inf., lim. Sup....)

Data una funzione f: Df 2 R
M e R ¢ maggiorante per f se M ¢ maggiorante per Cf (codominio), ossia f{x) <M, Vx e Df

Codominio
Esempio: f(x) = x’ xeR Cf =R " fnon limitata superiormente.
Dimostro che f non limitata superiormente, cio¢: supCf =+o0o  supf(Xx) =+ cio¢ equivale a:

xeR

VMeRIxeR: f(x)>M nel nostro caso f(;) >M  diventa (;)2 >M. L’incognita ¢
soprassegnata ed M ¢ da considerarsi un dato del problema, quindi risolvo (;)2 > M rispetto a X.
= M<0=VxeR
S X{M20:>§<—\/Mu;>—\/ﬁ
> xé funzione di M, cio¢ dipende da M (; = ;(M)),
» Posso scrivere la definizione con M eR", cioé&: MeR=MeR"

In conclusione possiamo fare 2 conclusioni:

Data f: Df 2 R e dato un numero L € R si definisce estremo superiore
{ f(x) < L,Vx € Df

L =supf(x) < = —
Ve>03dx e Df : f(x) >L—¢

xeDf
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Successioni

Si definisce successione ogni funzione il cui dominio coincide con N, quindi sono leggi che ad ogni
n € N associano un numero reale o complesso (n = a,). Le successioni si indicano con la seguente
simbologia: {a, }n oppure (a,)

n

Esempi:
1 .
l. a, =— infa =0
n neN
2. a,=n’ supa, =+
neN
N lsen € P )
3. a, :(-1) = infa =-1 supa, =+1
—lIseneD neN neN
N nsen P )
4. an:(-l) ‘n= infa, =-o supa, = +o0
—nseneD neN neN

Definizioni di monotonia

Data una funzione f: Df - R con Df c R, essa si definisce monotona se: Vx,,x, € Df con
X, <X, st ha f(x,) <f(x,) tale monotona ¢ definita non decrescente.

Se invece, Vx,,x, € Df con x, <x, st ha f(x,) < f(x,) la funzione ¢ detta crescente.
Se vi ¢ una funzione Vx,x, € Df con x, <X, siha f(x,) > f(x,) la funzione ¢ detta non crescente.
Se vi ¢ una funzione Vx,x, € Df con x, <X, siha f(x,) > f(x,) la funzione ¢ detta decrescente.

Esempi:
1. f(x)=¢" ¢ una funzione monotona crescente;
>
2. f(x)=[x] ¢ una funzione monotona non decrescente;

Se una funzione ¢ monotona crescente o decrescente allora la funzione ¢ iniettiva, ne consegue che
posso costruire la funzione inversa (E!f ‘1)

Definizione di monotonia per le successioni:

Data una successione {an }n essa si dice monotona non decrescente se Vn,,n, € N con n, <n, si

ha a , <a_,.Soloin N questo equivalea: Vne N sithaa,  <a

nl —
Da questa si ricavano le altre definizioni riguardanti la monotonia delle successioni.

Se ho una successione che sia monotona crescente o decrescente si ha a, = mina,
neN



http://www.ing.info.too.it

Esercizi:

a, =vn+1-+4/n,VneN a, >0 poiché il primo termine ¢ maggiore del secondo, ne
consegue che vi ¢ limitatezza inferiore e 0 ¢ un minorante.

Per comodita trasformo la mia successione:

an:(\/ﬁ_\/ﬁ).\/n+l+\/ﬁz n+l—-n _ 1
\/n+1+\/ﬁ \/n+l+\/ﬁ n+1+\/ﬁ
Jn+1¢é crescente

= la somma ¢ crescente perché lo sono separatamente i due addendi.
A/n ¢ decrescente

1 . . . .
Concludendo —————-—= ¢ una successione decrescente. Alla luce di questo risultato avremo che:

Vn+1++/n

a, =maxa, = supa,. Ammettendo massimo la funzione ¢ limitata, in particolare 0 < a, < a,
neN neN

Vne N.

Ora verifico se 1o 0 ¢ limite:
1{ a, >a,vn

— Verifico la seconda proprieta: preso € > 0, cerco n:
Ve>0dn:a-<e

O=infa, &
neN 2

0<+vn+l —\/E <¢ devo porre due condizioni, cio¢ che Vn+1 —\/ﬁ sia una quantita positiva e
che Vn + —\/ﬁ ed & abbiano lo stesso segno.

— [— J— _2 J— .
(\/n+ —\/H)Z <g? = avremo: 2-n+1—-¢° <2-4Yn +n considero & < 1 ed elevo nuovamente al

quadrato: 4-n +1+e* +4-n-4.n-e*-2.¢<4.n +4.n

2
4.n-g>> (1—82)2 —n >% posso prendere ad esempio: n= % +1

Concludo quindi che 0 = inIt; a,

f(x):ln(1+1j Il dominio della seguente funzione sari: Df = |-o0,~1[W]0,40[, quindi
X

questa funzione sara studiata in due momenti:
1 1 1 .
a) x>0, —>0=1+—>1= ln(l +—j >1Inl=0, posso concludere che in questo
X X X
tratto la funzione ¢ inferiormente limitata quindi 0 ¢ minorante per f(x) per
X € 0,+0[. Sempre in questo tratto, con x € 0,400 la f(x) non & superiormente
limitata;
1 1 1 .
b) x<-1I, —<0=1+—<1=In|1+—|<Inl=0, posso concludere che in questo
X X X
tratto la funzione ¢ superiormente limitata per x € ]— oo,—l[. Sempre in questo tratto,
con x € | oo,—1[ la f(x) non ¢& limitata inferiormente;
Quindi totalmente la funzione non ¢ limitata, ne superiormente ne inferiormente.
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Elementi di topologia in R

Dato x, € R, considero € > 0, chiamo intervallo centrato in X, e di raggio ¢, l’insieme

Jx, —&,x, +&[, quindi genericamente sara:

| | | —
Xo-E Xo Xote

Dato Ac R, un punto x, € R si dice punto di accumulazione per I’insieme A se in ogni

intervallo centrato in X, ¢’¢ almeno un elemento o punti di A # x,, cio¢:

Ve>0JacA:a# X, € ae x, —&.x,+€[  oanche Ve >0 siha la seguente proprieta:
Ar\]x0 —&,X, +8[—{x0}¢0

Dato un insieme suppongo che 3x, € R di accumulazione per A, preso &, > 0, voglio sapere quanti

elementi di A #x, stanno ]xo —€,,X, + 80[. La risposta ¢: almeno uno, ma non puo essere solo

uno, poiché se considero & > 0 : ag Jx, —€,,X, +&,[ anche in questo intervallo vi sara un

elemento di A # x,, (vedi grafico sotto);

Xo=E1 Xo+Es
- ; — —
Xo-E a Xo Xo=Eo

Quindi abbiamo dimostrato un teorema, cio¢ se A ha un punto di accumulazione, allora A ha infiniti
elementi. Tale condizione ¢ necessaria (CN) perché un insieme A abbia elementi di accumulazione,
pero questa condizione non ¢ sufficiente (CS) perché io abbia punti di accumulazione.

Esercizi:

2<|z+1-3-i<3 essendo z=x+1i-y, quindi avremo che:

z+41-3-i=x+i-y+1-3-i=i-(y=3)+1+x,  quindi  |z+1=3-i=/(x+1)* +(y—3) ne
consegue che la disequazione equivalente sara: 2 < |z+1—3‘i| <3 d<(x+1)]+(y-3)<9.1

punti di questa disequazione rappresenteranno i punti di una corona circolare.
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ImZ+1> 284 . o
2 Z=X+1'y z-1:x+1-(y-1)
z-1" <4
X
|z-1| =X2+(y-1)2 y+125

X%+ (y — 1)2 <4
Per la risoluzione di questo sistema immagino che al posto delle disuguaglianze ci siano delle
uguaglianze e 1 valori comuni li trovo sul grafico.

Le soluzioni del sistema sono i1 punti contenuti nella circonferenza al di sopra della retta.
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Proprieta sul teorema di esistenza di punti di accumulazione (Teorema di Bolzano — Weierstrass).

Se A c R ha infiniti elementi ed ¢ limitato, allora 3x, € R di accumulazione per A.

Dato A < R con infiniti elementi (CN perché A abbia punti di accumulazione), ci sono 2 possibili
casi:

1) A limitato (= 3x, € R di accumulazione per A);

2) A non limitato = ?

[Reale ampliato = R = R U {+ o0,-c0}_in R _+c0_sono dei simboli, mentre in R sono un insieme di

valori].

Se x, € Rho considerato Jx, —&,x, +&[con & > 0, se prendo + agli estremi, si sostituiscono le
semirette M,+oo[con MeR", se invece prendo -co agli estremi, si sostituiscono le semirette
Joo,M[con MeR".

Dato A c R, +o ¢ di accumulazione per A se VM >0 (oppure VM eR ")

JacA:ac ]M,+oo[ qui non poniamo a # +o0 poiché ¢ una cosa ovvia.

Ossia: VM >03Ja € A:a > M, cio equivale a insieme non limitato superiormente, quindi possiamo
concludere che:

> A non limitato superiormente se e solo se +o ¢ di accumulazione per A;

> A non limitato inferiormente se e solo se -oo0 ¢ di accumulazione per A;

L’insieme dei numeri naturali N non ¢ limitato superiormente, ne consegue che ha +oo come
elemento di accumulo ed ¢ I’unico, cio¢ non ha altri elementi di accumulazione.

TOPOLOGIA

Punto interno: Dato Ac R, x, €A si dice interno se g, >0:]x—80,x+80[gA. Se A ¢

numerabile allora non ha punti interni.

Dato A < R, indico con A tutti i punti interni ad A.

b b

] °

Esempio: A hanno lo stesso A = Ja, b[

b.b]

[a.b]
Dimostrazione:
X, € Ja,b[ & interno a Ja,b| X, € b= a<x,<b

X, € Interno < Jg, > 0: ]xo —€,,X, +so[g ]a,b[

| | | | | —
a Xo-Eo Xo Xo+&o b

Ossia a<x,+¢g, e b>x,+¢,

a<X,—¢&, (g, <Xx,—a numero positivo
X, +€, <bjg, <b-x, numero positivo

g,>0 0 < g, < minore tra (xo - a, b - x0) = ha infinite soluzioni



http://www.ing.info.too.it

min(x0 —-a,b —XO)

Ad esempio g, = 5

Definizione di insieme aperto:

Se A=A, allora A si dice aperto, ¢ si indica con le parentesi quadre aperte ]a,b[

A si dice chiuso se il suo complementare rispetto a R ¢ aperto, ad esempio [a,b] ¢ chiuso.

Infine ci sono insiemi che non sono ne aperti ne chiusi, cioé: [a,blefa, b]

Dato A c R, x, €R si dice di frontiera se Ve >0 si ha che: ]XO —&,X, +8[m c A=z 0e

Complementare

Jx, —&.x, +e[M A # 0 ad esempio i punti a e b sono punti frontiera per Ja,b]

Limite per funzioni (e successioni)

Data f: A 2 R ed essendo A = Df.

Preso x,, voglio dare significato alla situazione seguente: quando X si avvicina a x,, ovviamente
rimanendo in A e non raggiungendo X,, si ha che f(x) si avvicina ad un elemento | che chiamo limite
di f(x) con x tendente a x, [ lim f(x)]

X—)XO

CN (condizione necessaria) per poter parlare di lim ¢ che X, sia di accumulazione per A, quindi

X—)XO

per Df. Quindi avremo che: 1lim f(x)=1

X—)XO

lim f(x) =1< comunque si prenda un intorno I; del valore 1,

X—)XO
Junintorno I, dix, : Vx € I, N A — {x,, Jsi ha che f(x) € I,
Da questa definizione possiamo avere vari casi:

1° Caso: x, €R,1eR
lim f(x)=1<Ve>038>0:Vxe Jx, —8,x, +5[ A —{x,}sihachef(x) e Jl-e,1+¢]

X—)XO

Ora scrivo x € Jx, —8,X, +9[ in modo equivalente
x0—6<x<x0+6<:>—6<x—xo<+8<:>|X—x0|<+6
f(x) e Jl-el+ef < [fx) - <e

lim f(x)=1conx,,leR e con x, punto di accumulazione per A = Df

X-—)XO

& Ve>0,38=05(g)>0:Vx c0n0<|x-x0|<8 exeAsiha|f(x)-l|<a

0<|X—XO

S X#EX,

2° Caso: x, =+, 1€ R con Df non limitato superiormente.
lim f(X)=l<:>‘v’£>0,EIM(8)>O:VX conx>MexeDfsiha|f(x)—1|<8

n——— +w

in tutti 1 casi in cui x, = +00, essi contengono la successione, poiché il dominio delle successioni ¢ N
e +oo ¢ il suo unico punto di accumulazione.

Data una successione (a,),, abbiamo 1 seguenti casi:

/€ R Successione Convergente

lim a, =<{to Successione Divergente

n—— 4w

A Successione Oscillante
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Proviamo ora a dedurre la definizione lim a_ =1 dalla definizione di limite:

X —>+®©

lim a, :16R©V8>0,3M:M(8)>0:Vn con n>MeneNsiha|an-1|<8

n—— -+

n e N si puo togliere, poiché essendo una successione questo ¢ ovvio, quindi equivalentemente si

ha che: nﬂrgman =leR & Ve> O,HH(?,): vn>n siha a, -l| <e
lim a, =+0& VM> 0,3n(M):Vn>n sihaa, >M
nETma“ =-00 < VM > O,EIH(M): vn>n siha a, <M
Esempi di limiti per le successioni:
1. a,=1,Vn li%rnman =1 essendo |an —l| =0,Vn avremo |an —1| <g cong>0,Vn
2. a,=n,Vn n£n+ n =+
3. a, =(-1) ninma“ La funzione ¢ oscillante essa non puo neanche avere limite 1 = 1

poiché la definizione di limite n = +oo deve essere vera Vn >n

Teorema dell’unicita del limite:
Se 3 lim a, allora esso € unico

n—>+o0

1
. . . N : 1
Dimostriamo per assurdo quanto appena affermato, supponiamo cio¢ che lim a, = | conl; <l

n—-+o0

Hp: a,vVn>n anVn>n*
/_% /_/%
I -¢ 1 Iy +¢ L-¢ 0 L+eg

L’assurdo si verifica quando sovrappongo i disegni, cio¢ quando prendo infiniti valori di gy > 0 si

verifica che: 1; + g9 <1, - g9. L’assurdo si verifica V n > max(ﬁ,n*)

Teorema di Limitatezza:

Se {a,}n ¢ convergente allora ¢ limitata (non vale il viceversa). [Per verificare una proposizione

falsa ¢ sufficiente fornire un esempio].

Esempio di successione limitata ma non convergente: a, = (-1)"

Teorema del Valore Assoluto:

Se 3 lima, =1 € R allora 3 ILIP lan| = |1|, cioe il limite del valore assoluto ¢ uguale al valore
n—>+o0

n—-+o0

assoluto del limite, € non viceversa.
Esempio: 3 lim ma Alima,

X—>+00 X—>+00

al’l

Esercizio:
Scrivere con la definizione la seguente uguaglianza: lim |a,| = |l
n—>+o0
liman=1eR < Ve > OEIH(e):Vn >n si ha
n—>+oo
posso scrivere |jay| — [l]| < |a, — 1|, ma dalla definizione di limite |a, — 1| < & quindi [|a,| — [1|| £ |an — | <
¢ di conseguenza
llan| — [1|| < € allora la definizione di limite risulta ancora vera anche in questa forma:
lim |ay|=|ljconle R&Ve>03n(e): Vn>n sihala)—|l]|<e
n—>+w

a,-l<e. Essendo | x||yl</x y|Vx,yeR
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Teorema della permanenza del segno:
Se3d lima,=le R—{0}allora 3n :a,-1>0,Vn>n"

n—-+o0

Dimostrazione:

Casol1>0

Devo dimostrare che 3n” : 2, >0V n>n"

lima,=1<Ve>0,3n(e): Vn>nsihala,—1]<e oanche l-eg<a,<l+¢

n—>+00
Dovendo dire se a, > 0, considero g9 > 0 : 1 — gy > 0, ad esempio: go =3 allora ottengo
a,>1-3>0,Vn>n(3)ossiaa,>0, Vn>n conn = n(3)

Invece di scrivere lim a, =1 si puo scrivere lima,=1; lima,=1; an ———>
n

n—-+o0

n——>+oo si sottintende poiché ¢ [’unica soluzione possibile.

Vale il seguente teorema:
lim a, =1 = lim |a,| = |1 ma non lim |a,| = ||| = lim a, = | tranne nel caso | =0
lim|a,=0=lima,=0 Poiché le due definizioni di limite sono identiche.

Teoremi di confronto:

Date {ap}, e {bn}nse 3 n :a,<b, Vn>n allorasiha che valgono le seguenti proprieta:
1. 3lima, = +oo = 3 lim b, = +o0;
2. 3limb, =-0= 3 lim a, = -©;

Teorema dei 2 carabinieri:
Date {a,}n; {bn}n; {Cn}n tali che 3 n: a,<b,<cy,, Vn> n’ inoltre sappiamo che:
Jlim a, =lim ¢, =1 € R allora si conclude che 3 lim b, =1
Dimostrazione:
Hp: A ansbnScn,Vn>n*
A Ve>0dn(e):Vn>n(e)sihala,—1<ecioel-eg<a,<l+¢g
A Ve>03n'(e):Vn>n'(e)sihal—eg<c,<l+g
Th: Ve>03n"(e):Vn>n"(e)sihal—e<b,<l+eg

Dalla 1° Hp valida V n > n'
f_)%

l-eg<a,<b,<c,<l+¢g

H_J H_J
Dalla 2° Hp valida V n > n (g) Dalla 3° Hp valida V n > n'(g)

Dacui1—8<bn<1+sveraVn>max(ﬁ;n*, n')
Essendo:

> l—¢e<a, veraVn>n(e);

> a,<b,<c, VeraVn>n*;

> cn<1+sveraVn>nI(8);
Quindi n"(¢) = max(n; n, n')
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Teorema:
Date {an}n e {bplntalicheIn :a,<b, Vn>n ed3Ilima,=1; e R, Ilimb, =1, € R,
latesi ¢ alloral; <1,
Se la prima ipotesi ¢ a, <b, V n > n sihaancoral; <1,
Esempio: a,=0,Vn -2 ;=0
bn = l , VYn -2 12 =0
n

Regole di calcolo dei limiti
Teorema:
Date {a,}n € {by}n, se Ilima, =1, € Red 3 limb, =1, € R allora avremo che:
Jlim(a, +by) =1l +hedIlim(a,-by)=1 -1
Ciog il limite di una somma (o di un prodotto) ¢ uguale alla somma (o al prodotto) dei limiti.
Attenzione pero che puo esistere il limite della somma (o del prodotto), e non esistere il limite degli
addendi (o dei fattori);
Esempio:

ap = (-1)" b, = -a, a, +b,=0
Puo: 3 lim a,, ed 3 lim (a, + by) € nello stesso tempo A lim by
Teorema del reciproco:

Date {anlne {bain se 3 lima, =1 e R allora

%seleR-{O}

% +o sel=0edn":a, >0Vn>n"

—oo sel=0edn":a, <0Vn>n’

Esempi:
1. a,=, lima,=+o0 :>limi=0
an
a1 ) , 1
2. ap=(-1)"-— dlima, =0 perché |a,| = ——>0
n n
An :a,éa segno costante V n > n'
nseneP

RN ‘n=(-1)"-n= ziﬂlimnL Seh05=bn

a, (- -n seneD a, a, R
Teorema del quoziente:
Date {ay}n ¢ {by}n, se Ilimb,=1; € ReIlima,=1, € R—{0} allora 3 lim b, = 11—1

an 2
Tale teorema risulta dal teorema del reciproco, poiché: se ho —= bnL
al'l an

Forme indeterminate:

Somma: a, + b, a,—> towo b,—— -0  f.i. del tipo +oo + (-0)

Prodotto: a, - by a,—> too b,——0 f.i. del tipo +oo - 0

Quoziente: L= an an—> 100 by,——> 10 fii. del tipo i

an an 0.0]

a,——0 b,——0 f.i. del tipo %
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Esempi: a,—> towo b,——> -0  studio a, + b,
l)a,=n b,=-n a,+b,=0——0
2)a,=n b, =-2n a,+b,=-n—— -

., |-n+lseneP
3)a,=n by,=-n+(-1)" =
-n—1lseneD

a, + by = (-1)" non ha limite ¢ oscillante

Teorema della Somma:

Se 3 lim a, = +o(-0) e IM € R: b, >M V n (b, <M V n), cio¢ la successione b, ¢ limitata
inferiormente allora 3 lim (a, + b,) = +o0 (-00)

OSSERVAZIONE: Se3dlimb,=1€ R la successione {bn}n € sicuramente limitata inferiormente se
1 € R oppure 1 = +oo, quindi se 1 ha questi valori posso eseguire la somma.

Esempio:
1. Cn=-n+(-1)"¢c,=a, +b, cona,=-n——>-00;{b,}, & limitata ne consegue che lim ¢, = -0
2. lim(n+sinn) ¢,=a,+b, cona,=n—>+o0 b, =sinn ¢ limitata quindi lim ¢, = +o©

Teoremi del Prodotto:
1. Sedlima,=0e3dn>0:|by <MV n (totalmente limitata), allora 3 lim (a, - b,) =0
Esempio:

(—1)nl ——0  poiché ¢ il prodotto di 1 ——>0 e (-1)" che ¢ limitata
n n

2. Sedlima,=+twoedM>0en:b,>M,Vn>n
({bn}n ¢ discosta positivamente dallo zero) allora 3 lim (a, - b,) =+
Sedlima,=twedM>0en:b,<-M,Vn>n
({bn}n € discosta negativamente dallo zero) allora 3 lim (a, - b,) = -

OSSERVAZIONI:
> Sedlimb,=1eRallora {ba}n €& discosta positivamente dallo zero se 1 € R*  oppure
1 = +oo;
> Non basta richiedere che b, >0, V n > n perché in tal caso potrebbe essere che il
lim b, = 0;

Limiti Particolari:
I. limn“cona € R o=0n"=1—>1
0<ac<l lim n* = +oo
a>1 n*>n peril teorema da cui lim n—— +o0

1 . .
a<0 n*=—= -0 >0 dal caso precedente n"*—— o0 e per il
n

: 1
teorema del reciproco — —— 0
ne

+00 sea>0
Quindi riassumendo avremo che: limn* = {1 sea=0
0sea<0



2.

4.
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lim P(n) polinomio di grador € N inn
P(n)=a,n' +amn’ '+ ... +a

Raccogliendo il termine di grado massimo avremo che:  P(n) = n'| a, +3, l+ fota, —
= {0 o 128
44%24443

a9

. . o . - sea, <0
I1 risultato finale dipende da a,, quindi avremo che: lim P(n) =
+o sea, >0

lim @
Q)
Q) =b, +bn® '+ ... +b,

con P(n) di grador e Ninne Q(n) di grados € Ninn

n* :clo—i-all—i-...+ari a0+all+...+ari T ser>s
P(n) _ n n') n n’ s
= ] B nrs 1 7 limn™ = <1 ser=s
Q(n) ns(b0+bl+..,+bssj (b0+b1+"'+bssj 0ser<s
n n 4 4 42 4448

2
b0

a
+o0 ser>se—2>0
0
a
. ... P(n) —oo ser>se—<0 . : N .
quindi lim —= = b, Forma indeterminata, non risolvibile con teoremi.
Q(n)
4
— ser=s
0
0ser<s

lima"cona e R
> a>1 Ix>0:a=1+xdacuiavremo che a”= (1 +x)"> 1 + nx (disuguaglianza di
Bernoulli), ma lim (1 + nx) = +oo per il teorema del confronto si ha lim a" = +oo;
> a=1 a"=1—>1;
> -l1<a<1 considero:

& 0<a<1allora3b>l:a=%dacuian= (%) :bl_“ essendo lim b" = 40

. . 1 . :
per il teorema sul reciproco Py — 0 quindi avremo che lim a" = 0;

F a=0a"=0——>0;

@ -1 <a<0, allora studio || = 0 <|q| <1, [a"| = (Ja])" quindi 0 < |a| <1 =
lim [a]" = 0, ossia avremo che lim [a"|" = 0 = lim a" = 0 (per un teorema del
valore assoluto;

> a<1 considero:

@ a=-1=a"=(-1)" & una successione oscillante;

@ a<-1= a posso scriverlo come (-1)|a] da cui a" = (-1)"[a|" = |a]" > 1 =
la]" —— +o0, quindi la successione ¢ oscillante;
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+00 sea>1
e ) l sea=1
Quindi riassumendo avremo che: lim a" =
0se-l<a<lolalkl

Asea<-1

Esercizi:
lim []/Q % 1- »1/213 1] f.1 +oo-00

:(\/n+1-\/n-1X\/n+1+\/n'1): (n+1)-(n-1) = 2 >
(«/n+1-\/ -1) (\/n+1+\/n-1) (\/n+1+\/n—1) YB41+y531 !
| 442 4 B

+00
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Successioni Monotone:
Teorema se {a,}, ¢ monotona allora

supa, sec'¢ monotonia crescente o non decrescente

Jlima, =
inf a_ sec'é monotonia decrescente o non crescente
Dimostrazione: Nel caso di {a,}, crescente o non decrescente ¢ sup a, € R
Hp: 1) a,<a,+ 1, Vn(oppure a, <a,+ 1)
2) supa, =L € R, cioe:
a) a,<L,Vn;
b) e>03n(e):a.>L-¢
Th: limaHZLcioéV8>OEIn*(s) :Vn>n sithal-g<a,<L+¢
Dall’ipotesi 2a, avremo che: a, <L,VneL>L+¢g Ve>0, dacida,<L+¢g, Vn
Per I’ipotesi 2b avremo che a, > L - €, ma per la monotonia della prima ipotesi avremo
an>a,Vn>ndacioa,>L-¢g Vn>n. Inconclusione L-g<a,<L+¢ Vn>ndacuila
tesiconn =7

— ]

L-¢ ﬁ L+eg

a_dalla3°Hp

Casi Particolari:

a, = (1 +— | si dimostra che la successione ¢ crescente e limitata, ne consegue che per il teorema
n

appena dimostrato ovvero che Jlim (1 + —j € R, per definizione questo limite si pone uguale a e.
n

oy esex, €R
lim(l+—j =€ Si dimostra che lime* =4+ sex, eR

n n X—Xq

0 se x, =—©

Inx, sex, eR"

limInx =4 4+ 00 sex, =+ da ci0 si deducono i seguenti risultati:

X=X,

- se x, =0

e seleR
lim f(1)=1€eR allora lim "™ ={+ 0 sel =+ quindi avremo che:
o o 0 se I=-
InlseleR”
lim In f(x) =1+ sel=+w
o -0 se 1=0

Analoghi risultati si avranno per e e per Ina,

Successioni Esponenziali:
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(a,)".b,eR,a, >0 (a,)” = e = eb @) srydio il limite lim(b, -Ina, ), avremo che:

b, - . . v ep e N
(a,)* ¢ in forma indeterminata se e solo se lo ¢ il lim(b, -Ina, ), cioé se b, o In a,, uno tende a 0 e
n

.. 0 A0 .4, .
I’altro tende a +oo, quindi avremo che: oo, 0°, 1”, poiché In a, tende a 0 o a +o0, a, assume certi
valori.

Teorema:
Se 3lima, =1, eR"e3limb, =1, e R = Jlim(a, )™ =(1,)"

Esempio:
3n
lim(n——i_ij forma esponenziale n—Jrll——ﬂ 3Jn—— o fi. 17
n n J— n_
Porto la base alla forma (1 + lj
n
n+1+1-1 14 2 14 1 essendo n—1 .
n-1 n-1 n-1 2
2
nl 2 B n-17] é;n
75311 2 tende a 6
1+L = 1+_1 N
n-1 n-1
2 2
1 442 4 43-
tende a e

Terminologie:

Se lim a, = +oo (-o0) allora lim (1 + Lj =e

a'l’l
HF 0
3 1+ 1)
n2-1 3n
n T _1\n 2
lim (Mj 3nt+ D" _ wies o Nl L oiche n? @ di
3n+\/H 3n+\/E \/— n
3| 1+ Vi
n
tende a 0

ordine superiore a n, ne consegue che ¢ una f.i. 17
n2-1 (-1)"—v/n

B 3n+vn | n 3nevn
r

3n+(-1) 5 3n+(-1)—3n—+/n B 1
=TV - =11 = 1+—
(311% - 1] (* 3nevn j " Sntan
-1)" —/n

§ 4444244443

tende a e
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. (-D"=+n n’-1
lim .
3n+\/H n

grado massimo.

T
8

per risolvere questo limite si possono raccogliere i termini di

Terminologia:
Se lim a, = + o (-o0) allora diremo che {a,}, ¢ un infinito

Confronto fra Infiniti:  lim a, = o0 lim b, = +©
1€ R - {0} diremo che sono dello stesso ordine o che hanno la stessa velocita

+ oo diremoche {a,} ¢diordinesuperiorea{b_},

lim 2=
. 0 diremoche{a, }, ¢diordineinferiorea{b,k},
A diremoche{a } e {b, }, sononon confrontabili
Esempi:
2n —> stesso ordine
Jn —> {a,}, ¢diordinesuperiorea {b_},
Sea,=n bn=1n? > {a,}, &diordineinferiorea {b,},
N2+ — ol indid lim—
b, 2+(-1)" 2+(-1)"
Se lim A _ 1 allora si scrive a, ~ by, (a, asintotico a by)

Dati quattro infiniti {a,}n, {bn}n, {Cn}n, {dn}n tali che {b,}, sia di ordine inferiore a {a,}, ¢ {d,}n sia
di ordine inferiore a {c,}n,

ten?;: a0

l+b—n
a

n

n

) . _a_ +b . e e 1 .
Considero: lim——>* = lim Ne consegue che il limite di partenza si riduce a

c +d c

n n n

42448

tende a |

aﬂ

. L TR TR (U= I I o
lim—= Nello studio di quozienti di infiniti (f 1 —j si possono trascurare e/o eliminare a numeratore

C o0

n
e/o a denominatore quegli infiniti di ordine inferiore rispetto ai rimanenti.
Confronto di infiniti Fondamentali:
Se considero n con a > 0 si ha n* ¢ di ordine superiore a n*se a; > a,

Se considero a" con a > 1 si ha (a,)" ¢ di ordine superiore a (a, )" se | >aa,

Infatti: lim% = lim(a—') quindi A > 1 da cui il limite sara lim(ﬂJ = +o0
(a,) a, s 43
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Gli Infiniti: .
Inn valeanche per (log, n,Va>1) g g g
n*, a>0 ©§ §
e" valeanche per (an,a >1) %{E
n! 3 Ew
0" & &
. 5n+7" 7" & di ordine superiore a 5n’ . n
lim > o ) lim— =+
5" ++/4n 5" ¢ di ordine superiore a +/4n 5n
6 4ot 4 8
tende a 0
7
714 20
7ﬂ
Altra risoluzione: lim——=< =+
501+ = in
1 4 2903
tende a 1
> Confronto tra In (n* + 1) e In (n + 1), sono dello stesso ordine? Per saperlo studio il limite:
64748
(o i I
In (2 +1) In|n 1+§ Inn® +1In| I+
lim?—l = lim T lim ’11 =2
n@+1) ln[n(l+ﬂ ]{|n+ln(1+j
n L1420 48
0
Essendo il limite uguale a 2 gli infiniti precedenti sono dello stesso
» Confronto traln (1 +¢e")e(n+1)
64748
1 P 1
0 (14 en In|en I+— Ine” +In|1+—
limM =lim © =lim € 7 =1 Sono dello stesso ordine
n+l n+l ng+ 1
l n
» Considero: lim%n=limn® —> forma esponenziale indeterminata del tipo oo’
no = e™ = e studio ora I’esponente e il suo limite lim [1 In nJZ limln—n= 0
n n
Inn
poiché In n ¢ un infinito di ordine inferiore an lime » =e’ =1
: 1 . 0 L i (n241) L
lim (n2 + 1) (e fi. oo (02 + 1) = el studio il limite dell’esponente
In (a2 41 ln{n2(1+12ﬂ L o)
In (n2+1
Tl L 24 =2 o limeron T =@

In(n+1) In(n+1)
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1 1

X 1 2n+1 . 0 1 2n+1 1 ln(#} o
lim fi. 0 = e+l 3"/ studio il limite dell’esponente
5"+n 5" +n
1 n n

In —In| 5" 1+ — In5" +In| 1+—
. 5" 4+n . —In(5"+n) . 5n . 5n In5
lim————~ =lim——— = =Ilim =lim-— = —

2n+1 2n+1 2n+1 2n+1 2

1 l( 1 ) _In5
limeZnH 5n) = @ 3

Sottosuccessioni:
Data una successione {a,}, < y considero N' < N ma con infiniti elementi, chiamo sottosuccessione

la legge che ad ogni n € N' associa aj e la indico {an}n < N! Oppure a%\ll

lima%\p=1€R<:>V8>OEIE(8):Vn>ﬁ(a),neNIsiha

<& in questo caso n € N' & obbligatorio
Vale ovviamente il seguente teorema:

Sedlima,=1¢€e R allora ogni sottosuccessione di {a,}, < N ha limite 1.
Se data una successione {a,}n < N,€sistono due sue sottosuccessioni che hanno limiti diversi tra loro
ne consegue che Alim a,
Casi particolari di sottosuccessioni sono:

1. N'=P sottosuccessione di posto pari

2. N'= D sottosuccessione di posto dispari

=1—1
an=(-1)" a, I due limiti sono diversi allora? lim (-1)"
D~

Teorema:

Se 3 lima% —1eR e3 lima%) =]lallora 3 lima,=1

Esempi:
a/_ n+l1 _l
P onsl 2
_n 1
ananH —n(l—j Ne consegue che 7 lim a,
o+l |a,/ _ n)__1
5= =
n(2+1j 2
n
64748
678
n3 l+ﬂ
n3
3 —_1\n 3 —_1)n
a, = D lim&ZIim = -0 oppure
n—n?+(-1)" n—n?+(-1)" . .
nZ 7_1+Q
no 83

442 4943

-1



http://www.ing.info.too.it

n3(1+13j
lima% zliml—n:—oo
21 =—1+0
_ Dy " ( ’ j
_n2 —_1\n
n—n?+(-1) n3(1_nl3j
hma/:lim =—0
nz(—l—Oj
n
3 n
Quindi 3 lim — (1) > -0

n-n’+(-1)

Data la successione a, :f si chiede se € monotona e se ¢ limitata.
n+1l

n n+1
\/n+1 \/n+2

1) Verifico che a, <a,+1, Vn, cio¢ essendo tutte quantita positive, equivale

a nvn+2<(n+1)vn+l1
nYh+2)<m+D’n+1) on’+2n<@+1) <2’ <3n’+3n+1<0<n’+3n+1
E clamorosamente vera, quinti la successione ¢ crescente.
1) Essendo a, crescente posso affermare che a, ¢ limitata inferiormente.
sup a, € R? No poiché il sup a, = lim a, = +oo e la successione ¢ crescente.

n
Vvn+1

lim = +oo Quindi la successione a, non ¢ limitata.

Esercizio:
1 n-3 X 1 ’ . e .
Al =1l usix=——,n=1,2,3,..., A1 = |-,] A2=0 poiché ¢ un infinito numerabile.
23 4442 4 44 43 2
A A,

Ne consegue che I’insieme non ¢ aperto perché i punti interni dovrebbero coincidere.
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o

A= }%, 1{ # A quindi A non ¢ aperto

fI‘.AzZAzU{%} xoefrAy, o Ve>0sihalxo-€,xo+e[MA#0

Xo-¢€ X0+ e[MCA#0 sexoe Aysihaxge |Xo-¢,Xoteg[MAye]xo-& x0+e[ N CA,#0
poiché A, ¢ numerabile e |x - €, Xo + €[ € continuo.

% ¢ di frontiera per A, }% —¢, % + 8|: NA, #0 poiché% =lima,=supa, e

1 1 L | L
}— -, 5 + s[ N CA, #0 poiché I’elemento 5 vi € sicuramente contenuto, quindi

frrA=A,U l,l fr. A = l,l ,acc. A= l,l
2 2 2

leacc.A<:>V(L:>O,EI;eA1 x#le ;e]l—a,l+s[
acc. A, = l poiché l =lima,
2 2 o

Un insieme si dice aperto se contiene i suoi punti di accumulazione. Il nostro insieme quindi ¢
chiuso poich¢ 1 ¢ di accumulazione ma non appartiene ad A.

Esempi:
o An*+n’-n? +o0- .
lim = fi1.
2n+1 0
(\/n“+n3 —nz)'(\/n4+n3 +n2): n’ O g
(2n+1) (\/n“ﬁtn3 +n2) (2n+1)-( n o

n’ 1 1 . An*+n’-n?

‘4n’ +n2)

= =—=lm— !
2:2 4 2n+1 4

n 2+l n’ !-/1+1+1
{Z 23
1

lim (\3/113 +2n% — n): w-oo  fi.sapendo che (a’ —b’) = (a — b)(a’ + ab +b?)

considero a= 3/n*+2n2 eb=n
1 2 1
((n3 +2n2)5 —nj-[(ﬁ +2n2)5 +n(n3 +2n2)5 +n2}
(%/n3 +2n’ —n): 5 =

1
(n3 +2n2)3 +n-(n3 +2n2)3 +n?

2
= 2n >§:11m(3\/n3 +2n? —nz):g

2 1

(n3 +2n2)3 +n(n3 +2n2)5 +n?

e 4 s 0 . . . . . .
Se gli infiniti di tipo +o©—-o o —sono di ordine diverso posso procedere nei vari modi o
o0

raccogliendo il limite piu alto.
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n

) («/nz +2n !
lim

—_— M 0 . . 1 a,
P j f.1i. 17 devo ricondurla a una forma del tipo (1 +—]

a
(«/n2+2n +1_1jn: [1+\/n2+2n—\/n2—n]n:

nZ—n Jn2-n
644444447 44444448 " Joa
O T
Jatrandnion
1 nVnh—Zn—«/ﬂ
=1+ =e Vo
Jn2-n
Jn2+2n —+/n2-n
B K 2
n(2n+n) 3n N

3
Si studia infine I’esponente = 2
P \/nz—n(\/n2+2n—\/n2—n) \/nz—n(\/n2+2n—\/n2—n) 2
2 " 3
A/n +2n] . ,—63

An?-n

Funzioni: Data f: A—— R (A = Df) si dice funzione pari o simmetrica se f(x) = f(-x), V x € A
(simmetria rispetto all’asse delle y);

Si dice funzione dispari o asimmetrica se f(x) = -f(-x), V x € A (simmetria rispetto all’asse delle x);
Si dice periodica di periodo t se f(x) =f(x +t), Vx € A

Esempi:

Ne consegue che lim [

f(x) = x| & pari f(x) = x° ¢ dispari

A A

y
\/

f(x) = sen x ¢ periodica di periodo 2w

A

Funzione Inversa:
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f: A—— Riiniettiva allora 3 f' : f'(y) =x & y = f(x)
Se f ¢ monotona crescente o decrescente allora € iniettiva, ossia invertibile

Composizione di Funzioni:
f:A——>Cf g:B——> (g F:A—>Cg
F(x) = g(f(x)) dunque Cfc B

/;\ /%\ F=gof e si legge f composto g

F
Esempi:
F(x) = Vx2+1 fix)=x>+1 gx)=x
F(x) = sin x* f(x) = x> g(x)=sinx (prima si esegue f(x) e poi g(x),

cio¢ la radice quadrata di f(x))

Restrizione ¢ prolungamento:
Data f : A—— R considero un sottoinsieme del Df cioé¢ un insieme A' < in A, si chiama

restrizione della funzione fad A' la funzione %1 : A'— R cosi definita VAI (x) =1(x)

Se considero A" 5 A chiamo prolungamento di f ogni funzione g : A"—— R : % = f(x)
Data f : A—— R non necessariamente iniettiva si cerca A' < A tale che %1 :A——R

sia iniettiva, cio¢ si lavora con la restrizione, e se ci0 ¢ possibile, allora %1 ha funzione

inversa.

Funzioni inverse:

1. Considero f(x) = x> & pari, non iniettiva nel suo dominio. Se la restringo a R; allora %1* ¢
0

iniettiva (ha monotonia crescente) dunque ¢ invertibile.

2 . \
y=x",x € R} lasuainversa e x =,y

Se considero la funzione inversa come nuova funzione, cio¢ g(x) = /X , il suo grafico sara:

A

\
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2. Considero f(x) = sin x ¢ periodica dunque non iniettiva. Se la restringo all’intervallo

T T . . P .
——, — | ho monotonia crescente e dunque infettivita e il grafico sara:

2°2
A .
y =sin X

T e

T T
:2 —> -, — [-1, 1]

n 2 2

7 ———

f(y) = arcsin y

3. Considero f(x) = cos x, considero la restrizione a [0, 7]

Esempi:

1)

f(x) =2~ Df=R

f ¢ pari poiché f(x) = f(-x)
A Quindi avremo che La funzione 2% = 2" vx > 0,
utilizzando il grafico della funzione 2* ed eseguendone il
simmetrico rispetto all’asse y avremo il grafico della
funzione 2™, tale simmetria perd va eseguita solo per la

....................................................... parte positiva. Dal grafico si nota che la funzione ha un

2)

3)

limite inferioreche avra valore 1, cio¢ f(0) = 1 non ha

perd sup 2™ = +oo (limite superiore);
xeR

f(x) = 3x per x < 0, questa condizione non ¢ il dominio, ma ¢ stata posta perché voglio

. . . T 1 o 1 .
studiare la funzione nella parte negativa, quindi si ha — <0 quindi 0 < 3x<1 = f(x) ¢
X

1 1

1
limitata, inoltre inf 3x =0 sup 3x=1. Inoltre nell’intervallo considerato 3x ¢

x<0 x<0

1
monotona decrescente, poiché ¢ decrescente 1’esponente (3x ¢ una funzione composta}

fx)= X2 pF=R- {1} |
x+1 0 n .
A
X+2 _ 1 i x+1
X +1 x+1 \
T 1+ !

-
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Dal grafico si nota che la funzione non ¢ limitata , ma se considero la sua restrizione a ]-1, +oo[
allora ho monotonia decrescente, da cui infettivita ed esistenza dell’inverso.

f
]-1, +oo[ 11, +oo[ Per calcolare £'(2) e f'(4) si procede nel seguente modo
— .
fl

fliy)=x & f(x)=y cony=2cercox : f'(2) =x ossia cerco x : f(x) =2
N.B. ho solo una soluzione, altrimenti non avrei potuto svolgere )

SN T S x=0 f'(2)=0
x+1

SN T S L3 =22 f‘(4)=—Z
x+1 x+1 3 3

4) Disegnare la funzione f(x) = [x]++/x —[x] x>0 A

0<x<l [x] =0 f(x) = Vx

1<x<2 [x]=1 f(x)=1++/x-1

e cosi via...

Teorema:

Data f: A—— R considerato x € R di accumulazione per Asiha lim f(x)=1¢€ Ro

X*)XO

V {Xn}n con lim x, = X si verifica che lim f(x,) = | (Caratterizzazione sequenziale del limite)

Questo vuol dire che tutti i teoremi sulle successioni valgono anche per i limiti tranne 2 eccezioni.

Teorema del valore Assoluto:
Se 3 lim f(x)=1€ Rallora3 lim [f(x)| =

X—)XO

Per le successioni non vale il viceversa se non con1=0

Esempio:
: : 1 xeQ : :
Cerco f(x) : 3 lim [f(x), ma B lim f(x) f(x)= { R-Q preso xo € R A lim f(x) poiché
X=X, X —Xp - X e - X=X

vicino al punto X, ci sono infiniti razionali e infiniti irrazionali.
Tutte le funzioni che hanno una soluzione sui razionali e una sugli irrazionali si dicono funzioni di
DIRICHLET.

Limite di Restrizione:
Data f: A—— R considerato B < A suppongo che X sia di accumulazione per B.

lim %3 (x)=1e€ R oppure che x, € R, cio¢ +

&SVe>0,38(e)>0:0<|x-x%x0/|<0x e B=> ‘%(x)—l‘ <¢ essendo x € Bavro che [f(x)—1|<e

Data questa definizione esiste sicuramente il seguente:

Teorema:
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Se 3 lim f(x) =1(con xy € Rele lNl) allora V B < A purché x¢ sia di accumulazione anche per B

X=X

si ha che 3 lim %(X)ZI

X—)XO

Se 3 (B, e By) aventi xo come punto di accumulazione e tali che lim %3 (x)# lim %3 (x) allora
1 2

A lim f(x)=1
Esempi:
1
D fog={ *<9
-1 xeR-Q

B =Q B2=R—Q:>%3(x)=1 e %3 (x)=-1
1 2
V x¢ € R allora si ha che x( ¢ di accumulazione sia per B, che per B,
lim % x)=1 lim % (x)=-1  Sono diversi quindi # lim f(x)
1 2

X—)XO X—)XO X—)XO

2) Voglio dimostrare che 4 lim sin x

X —> Fo0
Bi={xe R:x=kn VkeZ} +owo(-0) ¢ di accumulazione per B; poiché B; ¢ non
limitato superiormente (o inferiormente).

Se ritengo f(x) =sinx  a %3 (x)= 0= lim %3 (x)=0
1 1

X — oo

B, = {x eR:x= g +2kn,Vk e Z} too di accumulazione per B,

%2 ®=1  vx lim %32 x)=1

1 due limiti sono diversi fra loro e quindi # lim sin x

X — too

N.B: Non ¢ necessario prendere B; e B, complementari.

Casi particolari di Restrizioni:
f: A—— R considero x¢ € R di accumulazione per A prendo B; = {x € A : x>X¢} ¢
B, = {x € A:x <X} e suppongo X, di accumulazione per B; ¢ B,

lim %3 x)=1eReVe>038()>0:0<|xx|<8xeB|= [fx)-1|<¢
1

X—)XO

X9 <X <Xo+ 0 conx € A che equivale a
' XoJIFS 0 <|x-Xo| <9d,x € By

Invece di scrivere lim %3 scriveremo lim f(x) cio¢ limite
1

X=X X —>X§
di f(x) per x che si avvicina a X, da destra.

Analogamente al posto di lim % scriveremo lim f(x)
2

X—)XO X—)Xa

lim f(x)=1e R&Ve>033()>0:x0-0<x<Xx9 conx € A=|f(x)-1|<g

X Xj

Teorema:
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Sed lim f(x)=1¢€ Re3 lim f(x) =l allora 3 lim f(x) =1

+
X—)XO

Esempio:
. .1 . - :
Studio del 111’1’(1] — uso il teorema del limite sul reciproco
X—> X
limx=0 spezzo il limite in limite destro e sinistro

x—0

limx=0 per valori positivi = 3 lim 1. +00

x—0* x—=>0t x

. . .. .1
limx=0 per valori negativi = 3 lim — = -0
x—=>0" x—>0" x

Quindi A lim 1

x>0 x

Successioni definite per ricorrenza:
L =4/3a,,Vn2=1

1. Sea =1, a

n+

2. a, =3, a,, :L,VnZI
a

3. a,=0, a,,,=2a,+1,Vn2>1
Se a, =1,a, =3, a, =+34/3,... a, & crescente? Lo sara se

) . N N . . . 2
a, >a, Vn ossia,/3a, >a_ poiche a, ¢sottoradice,a, > 0quindielevatoal quadrato3a > (an)

dividendo per a,, avremo 3 > a,
Concludendo: se 3 > a, € vera la successione € crescente
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1. a,=1 a,, =43a,, Vn=1 La successione ¢ crescente se € solo se si verifica che
a, <3, Vn
Dimostroche @ ;| < 3, V n perinduzione:
Pern=1hoa;=1<3 a, <3, =>a_ A <3 a, <3 implica che 3a, <9
ricordando che a, >0 siha / 3a, < /9 da cui abbiamo 3a, =a,,, dacuilatesi.
La successione ¢ crescente e limitata (1 <a, <3, ¥n) dunque
dlima, =leR e I=supa, e 121 la relazione
a,, =+ 3a, =>1l=lima ,, =lim3a, :\/lim(3an):\/3-l Allora abbiamo la seguente
identita: 1=+/3-1 1’=3 1?-3-1=0 1(1-3)=0 possiamo concludere che 1 =3
poiché 0 non ¢ accettabile:
3 sen ¢dispari
1 1
2. a,=3 a, =—, a,=a,=— a;=a; =3 a,y 1 . .
a, 3 3 se n ¢ spari
Alima,  poiché ¢ oscillante
3. a,=0 a6 =2a +I a,=1 a,=3 a,=7 a; =15 a, =3l
a,, =a, +2"" dimostrabile per induzionea, >0,¥vn a, K =a, +2""'>2"
dacui a,, >2" poiché 2" =+ possiamo concludere, per un teorema di confronto, si ha
dlima, =+o
FUNZIONI

Teorema di limitatezza locale:

Se Ilim f (x) =1¢€ R allora ¢ localmente limitata, cio¢ vicino a X,

AM>0e3r>0:f(x)|<M,Vx € [x, -1,x, + [ "Df(se x, €R)

f(x)=x Df=R nonlimitata limf(x)=0eR » 1° teorema diverso dalle successioni.

x—0

Teorema sulle funzioni monotone:

Data f: A = R monotona non decrescente o crescente, allora

3lim f(x)=c =inf f(x) 3 lim f(x)=a = sup f(x)

XX x<Xxg

—
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Applicazioni importanti di questo teorema

a) f(x)=e*  funzione crescente, quindi 3 lim e* =supe™ =+ poiché la funzione € non limitata

X—>+00 xeR
superiormente:
fix)=¢" Jlim e* =infe* =0"
X—>—00 xeR
f(x)=¢* Jlime* =infe* >e™ Jlim e* =supe™ <e™
x49x3 X>X X—>Xq

X<Xq

Dimostro che lim e* =¢e™ con la definizione di limite destro

X—)XO

& Ve>0,38(e)>0:x, <x<x,+d=>e —e¥ [<e verificare questa definizione vuol dire
trovare 8(g)> 0

e <e™ +¢
e ke X > X, allora per la monotonia ¢* >e™ >¢™ -¢,Ve >0 quindi

|e
e¥>e™ —¢

e* >e™ -g ¢ verificata per ogni x > X,, quindi risolvo e* <e™ +¢& risulta x= ln(e"" + a)
ln(eXO + 8)> X, quindi abbiamo

ln(ex" + z—:)

644474448
3(e) = ln(e"" +F s)— X,

Analogamente si dimostra che anche il lim e* =¢e™ , quindi per il teorema 3 lim e* =e™

X—Xp X=X

b) f(x) = x" limx" =0 lim x" =0 lo dimostro con la definizione di limite

x>0 x—0"
Ve>0,38(e)>0:0<x<0+3=[x"—0|<e
1

X"| < & poiché x > 0 equivale x" < ¢ da cui x < Ve cioé x<g&" in conclusione [x"| < &
1 1

< 0<x<eg" quindi prendo 8(8) =g Questo risultato pud essere  esteso, cio¢:

lim x" =xp,Vx, € R sipuod dimostrare che, cambiando variabile x=x,+h h=x-x, heR

X—)XO

X>Xx,oh—>0 limx"=x) < £in(}(x0 +h)" e quest’ultima la dimostro con il binomio di
-

X—)XO

o (n
Neewton, cioé: (x, +h)" = z o, -h"" quindi per quanto dimostrato prima h = 0 quindi il
r=0

risultato sara solo x,
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¢) f(x) = sen x dimostro che lim senx =0

x—0

dimostro che il lim senx =0 con un teorema di confronto e con il cerchio trigonometrico (cio¢ di

x—0"

raggio uguale a 1), x quindi ¢ espresso in radianti.

\

AB=x sihache: BC=senx = BC < AB da cui 0 <sen x <X

0—>0=0 . : o
= per il teorema dei 2 carabinieri 31im sen x =0
x—>0=0 x—>0"
lim sen x =0 lo dimostro con il cambio di variabile x=-y x20 <y=0"
x—0"
lim sen (-y)= lim -[sen y]=0 questo risultato puo essere esteso, cioé:
y—0" y—0"
lim senx =senx,, x, €R lim senx =lim sen(x,+h) utilizzando le formule di
X—Xq X=X h—0
addizione avro:

lim | sen x, -cosh+cosx, -sinh | se dimostriamo che cosh—1 avremo che lim senx =senx,
1 0

h—0 X—Xq

. . T T .
d) lim cosx =1 posso considerare " <x< 2 per cui cos X > 0
x—0

cosx =v1-sin’x poiché sin’x +cos’x =1 sapendo che lim sen x =0 allora per i teoremi sui

X—>

0
e L1 2 _ : _ 2 — 1 - 2 = =
limiti avremo che: lim sen” x =0 lim (1 sen x) 1 }(1_{% \/il sen xi \/I 1

x—0 x—0

da cui la tesi. Da cio deduco che lim cosx =cosx,, Vx,eR (si dimostra come per ¢*)

X=X,

limInx=+00 per il teorema sulle funzioni monotone crescenti abbiamo che

X—>+00

lim In x = sup In x = 400 perché non ¢ limitata superiormente

0
X—>+H xeR™

Discorso analogo per lim In x =infIn x = -0

X—>+00 x>0



1)

2)

3)
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Limiti Notevoli

. Plx ) .. . . . S
lim % con P e Q polinomi in x stessi risultati delle successioni, attenti pero a:
X—>+00 X
) {+ o seneP

—o seneD

lim x
Confronto di infiniti:
lim f(x)=+oo(-0) si dice che ¢ un infinito se anche: lim g(x)=+oo(—o0) allora posso

X‘)XO

confrontare f(x) e g(x), se pero tutte ¢ due hanno x 2 x, =+ o

leR- {O} f e g si dicono infiniti dello stesso ordine
I f (x) 0  fsidicediordineinferiore a g, o g di ordine superiore a f
m ——=
X—>+00 g(x) + OO(— OO) vedile R - {0}

A f e g non sono confrontabili

Vale la seguente proprieta (principio di sostituzione degli infiniti)
Nello studio di quozienti di infiniti si possono trascurare a numeratore /0 a denominatore
(separatamente) gli infiniti di ordine inferiore rispetto ai rimanenti.
Per x = + o i seguenti infiniti sono di ordine crescente:

» l,x (log,x, Va>1);

> x* Va>0;

» ¢ (a*, Va>1);

ESEMPIO:
o 2x 4 5.3 10 ' 2% ¢diordine superiorea x'°
lim ” = poich¢ x|
T s g0 42 ¢&diordine superiore a 3"
Per sapere se ¢ di ordine superiore 2% 0 3V studio
30 e . Vxn3-xn2 1
XIEEO e XIEEO pRTES = Xlirgo e =0 poiche:

lim (vx In3-x - In2)= lim x-[E-ln2j T
X—>+00 X—>+00 \/;

Quindi avremo che 2* ¢ di ordine superiore. Confronto ora il denominatore
Vx 2
lim — = poich¢ 4* =4-2" —— da quisi vede che 2" ¢ di ordine superiore quindi

X—>+0 2

il limite sara l
4

+00 X

X—>
(=)

lim (1+1j =e da cio abbiamo che se lim f(x)=+o (—) allora si ha

o

f(X) 1
. 1 . - . . .
lim (1 + —] =e¢ allora lim (1+x)*=e¢ infatti, considerando separatamente

X—>X f(X) X—>X
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limite destro e limite sinistro x = 0" pongo y=— poiché x 2 00 < y > +w
X

1
(+x)* = (140 — e
y

y >+

ESEMPI:
. x*+1 e . x” +1 2 .
a) lim 5 = lim =1 3x"——>+0 fil”
x—+0 | X7 —1 X——+0 X —
2 3x2
x“ =1 |x2-1 5

b) lim (1+x*)*** per il teorema della permanenza del segno 1’esponente tende a +oo
x—0

elabasetendeal 2 fi.l” N.B: attenzione a non confondere x = 0 con
X > +o poiché non sono infiniti di grado superiore o inferiore.

1
1 2

PRI 5 L * ‘4X2+5X3 l
(1+x2) %5 | (1+x2 )¢ = ¢

In x
lim [m(zx)j > lim In(2x) _ fim 2FIX e

x—+o |\ Inx x—+0 InX x—+0  Inx

In2
Inx |jnx

Inx Inx

lnix 2 _ 2
d) Ilim (\/x2+4x+l—x) 4 Jim (\/x2+4x+l—x): lim jﬂx =g:2
X——> 400 X0 XToRAXT 44X+ +x

raccogliendo la x si ha che lim f(x)=0

X—>+0

Inx

4) lim x"-lnx=0 x,0eR"* quindi ha senso calcolare solo x = 0" poiche 0 & punto di

x——0"
accumulazione di x* : In X solo da destra.
1

| 1 In x " —In

X" Inx =—— pongox=— x——>0" & y——>+w —= uy: uy =50

1 y ( 1 j y y
x*“ %
5) lim x* x*eR* fi.0® x*=e" =¥ =e’=1

x——0"



http://www.ing.info.too.it

1 1 1 1
6) lim 28T ocasl dim log (1+x=0 2&UFO 10 iy
x——0" X x——07" X X
1 1
log,(1+x)* =log,e poich¢ lim (1+x)* =e caso  particolare a = e
x——0"
lim Jog.(+%)
x——>0" X
.a- . 0 a® -1 . +
7) lim aeR a=1 a-1=0 =0 per a=1 considerox 2> 0 ¢
x—0 X X
a > 1 (analogamente si pud studiare x > 0 e 0< a <I) Pongo
y = xllx—>0+ y — +© lim a* =a’ =1 lim (a* -1)=0 a*>1 perx>0
a - x—0 x——0
a":l—i-l x=loga(l+lj:>a 11 ! = !
y y

X y 1 Y
log, (1 + J log, [1 - IJ
y y

y y
lim (1+1] =e=> lim loga(1+1] =log,e quindi avremo per il teorema sul

y—>+0 y y——>+®0
. . 1 1 . at-
reciproco  lim = =log.a=Ina= lim Va>0 pera=ce
Y40 1) log,.e x—0 X
log, | 1+—
y
. *-1 L,
lim =1 poich¢ Ine=1
x—0 X
. sinx . . . . . . 0 .
8) lim con x misurato in radiante lim sinx =0 f.1.6 per trovareil valore del
x—0 X x——0

. e . . . o ) sin X
limite utilizzo il teorema di confronto e la considero solo a destra poiché la funzione ¢

X
.o .. . . g . sinx
pari, siccome ¢ il quoziente di 2 funzioni dispari, allora lim = lim

x——0" X x—0" X

X )
considero

x——0", posso limitarmi a studiare 0 < x < 2 (’'importante ¢ che sia nel primo quadrante).

Considero ora il cerchi trigonometrico. BC = sin x;
AB =x; AD=? Itriangoli OBC e OBA sono simili,
allora possiamo scrivere: BC: OC=AD: OA

da qui ricavo AD = BC _Snx
OC cosx

=1 BD < AB < AD ossia sin x < x < tan x
sin X

=tan x essendo OA

sin X <x <

divido per sinx (poiché sin x
cos X

> 0 siamo nel primo quadrante) e otttengo

1 < X < 1 x—0

»1 quindi per il teorema dei 2

sinX CcoSX

o c A carabinieri 3 lin =1 da qui per il teorema sul

x——08In X
sin X

1

reciproco posso concludere 3 lin
x—0 X
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sin X
9) lim 21X £ O pnx=SMX iy €OSX iy [Smx- ! j:l
x—0 X COSX  x—0 X x—0 X  COSX
. 1- .
10) lim C(;SX f.1.9
x—>0 X O
l—cosx_(l—cosx)-(l+cosx)_ 1-cos® x _sinzx‘ 1 _(sinXT. 11
x’ x* +x°-cosx xz-(l+cosx) x> l+cosx X cosx 2
ESERCIZI
: 2 : 2 2 : 2
a) lim S%HZX = f19 s%nzx = .XZ -Smf =1 se siconsiderava t = x> avrei avuto
x—08in” X 0 sin“x sin“x X
che: Lnt:l
t
. - . *-1 1- 1
b) lim St £i 2 LN k.
x—0  2X 0 X X 2
e"-cosx e -1+l-cosx e*-1 N l-cosx e" —1.l+1—cosx x 1
2X 2xX 2x 2X x 2 x? 2 2
. 28-2 . ) . 2'-1
¢) lim = lim 2* =2 f.1.9 lim =2 2*-2=2(2*"-1
x——1 X—l x——1 O t——0
t
t=x-1 x>1=t>0 lim M:2-ln2zln4
t——0
) *-1 . . * ) . .
d) lim © = £i. 2 lim (e———j =+ poiché e ¢ di ordine superiore a x
X——>+0o X o0 x——+oo| X X
lim (Smszo poiché S x :sinx-l
X—> 40 X X X
. 1 . 1 » o .
e) Ilim x-sin—= fi. o 0 sin————=*-(0 per comodita cambio forma
X —>+0 X X
sin — 0 1
indeterminata X-sin—=—= fi.— t=— essendox 2> to = t >0
x 1 0 X
X

. sint
lim T=1

t——0
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Grafici Qualitativi

A. f(x) = sinl
I S X
1 ™ Ve —_ . . . .
/A / \ e Per disegnare la funzione mi procuro i
f \ / \ / seguenti dati:
ll \ / \ / 1. Cerco i dati dove f(x) = 0 sioé
| , | / dove
et > 1 1
i - sin—=0=—=kn Vk € Z-{0}
\ I X X
\ / v x = k=+1,+2,43,...4n
\ \ 7 kn - T -
| — N N
1 1 1
X=t—t— +— 50
It 2n nm
2. Cerco i punti dove f(x) = 1 cioé sin—-=1=> - = %1 2kx Vk € Z x=— 2 kez
X x 2 7+ 4kn
ng,i,i,... —>0 lim sinl:O
n 5t 9n x—+0 X
.1
B. f(x) =x-sin—
A X
g(x) = 0 per
x| 1
X:—VkeZ-{O} g(x)
km
= X vx = 2
/\ . T+ 4kmn
" X < g(x) < +x g(x)| <
|x| Ne consegue che la nostra
funzione oscilla tra [x| e |-x]
lim x- sinl =0
|-X| x——0 X
11) lim {Lrx)f -1 aeR lim (1+x) =1" =1 pi 2 (1+x)" = e+
Xx——>0 X x——0 0
o u»ln(1+x) _ t
(1+x) L_e 1 lim a-In(1+x)=0 t=o-In(l+x) lim < 1:1
X X x——0 t— 0
e 1 g In(1+x)
. =l-a——a
a-In(1+x) X
Casi Particolari:
. oc—l lim g— lim Irx-l = lim 1
2 x——0 X X"‘)X-(q/i1+xi+1) x—0 Jl+x)+1 2
1 -1 -x 1 -1
e a=-1 lim 1+X = qim -—= lim =-1

x——0 X x-—)Ol-i—X X x-—)Ol-i—X
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Infinitesimi e loro confronto

Se lim f(x)=0 allora la diremo INFINITESIMA.

x——0

Se lim f(x)= lim g(x)=0 allora poniamo le seguenti definizioni:
x——>0 x——>0

leR-{0} f e g sono dello stesso ordine
i f(x) |0 f si dice di ordine superiore a g o g di ordine inferiore a f
im ——==
x——0 g(x) + o0 g sidice di ordine superiore a f o f di ordine inferiorea g
i f e g non sono confrontabili
sin x e x hanno lo stesso ordine 1-cosx e x> hanno lo stesso ordine
sin” x ¢ di ordine superiore a x
1 flx) . 1 1 .
Se f(x)=x-sin——2250 e g(x)=x —— =sin— A lim sin— equivale a
X g(x) X x—0 X

A lim sinx

X ——> *o0

Negli infinitesimi contano gli insiemi di ordine piu bassi
hm fl (X)+gl(x)

. ) ) f'(x)
con lim f(x)= lim g(x)=0 e lim —=-%=0 1=1,2
X—> X fZ(X)+ gz(X) X—— X, X— X, X—> X gi(x)
fl(X)+1
intal caso siha lim M: lim gl(x)_ gl(x)
X% fz(x)+g2(x) X—>%p gz(X) fz(x)_l_l

Possiamo enunciare il seguente principio di “Sostituzione degli infinitesimi”. Nello studio di
quozienti di infinitesimi si possono eliminare a numeratore e¢/o denominatore separatamente quegli
infinitesimi di ordine superiore rispetto ai rimanenti.

e’ —cos X i (ex—1)+(1—cosx) e’ -1 | l—ccisx

Xx——0 2-x X ——>0 2-C0oS X X X

v

N | —

Studio e* come infinitesimo
lim e* =0 perricondurmi ad una f.i. cerco la funzione che ha x 2 x, X, 2> -0=0 cio¢

X—>—©

La o meglio % con a e R” lim ¢ —= lim |X|a et =0 Yo >0
X X X—— - X —— -0
2
o o
pongo X=-y X——>—0&y—>+® x|" -e* :&:ﬂ:ﬁ&m

—X

e e’ e’
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CONTINUITA:
Data f: A R, preso x, € A con X, acc.A, fsi dice continua in x, se 3 lim f(x)=f(x,) con la

X——X,

sostituzione X — X, = h, la definizione di continuita diventa: lim f(x, +h)=f(x,)
x——0

Si ha continuita a destra (o a sinistra) in X, <> 3 lim f (x)="f(x,)

X0
X —
(XO)

Quindi la funzione sara totalmente continua in X, se ¢ solo se la funzione ¢ continua in X, sia da
destra che da sinistra.

Esempio:
f(x)=[x] con x,=n avremoche:
lim f(x)="f(x,) lim f(x)=f(x,)

Se fnon ¢ continua in x, € A allora si dice discontinua. Esistono vari tipi di discontinuita:
1. Discontinuita di prima specie:
v' Asalto: 3 lim f (x) ed 3 lim f (x) € R, ma diversi tra loro;

X—— X} X—>X,

v Diversi da f(x,);
2. Discontinuita di seconda specie, se # o non ¢ finito il limite destro o quello sinistro o
entrambi;

Se f ¢ costante in X,, allora per 1 teoremi sui limiti, si hanno le seguenti proprieta:
a) f ¢ localmente limitata in X,;

b) Se f(x)#0 allora 3Ir>0: f(x)-f(x,)>0,vx e ]xo ~1,X, +;[m A (permanenza del segno);
c) | f| ¢ continua in x,;

d) Se f(x,)# 0 allora % ¢ continua in X;

Se f'e g sono continue nello stesso punti X,, allora:
e) f+g e f-g sono continue in X,;

f) Se f(x,)# 0 allora % ¢ continua in Xo;

NB: la somma di due funzioni pud essere continua senza che lo siano gli addendi, come ad
esempio: [x L/x - |x| in questo caso le due discontinuita si compensano.

Teorema:

f comgposto g

Se f ¢ continua in x, € g € continua in y, = f (Xx,) allora  gof ¢ continua in X,.

Funzioni continue fondamentali: (in tutti i punti del loro dominio)
1) f(x): x",VneN f continua in X, < lim x" =x, (=1 polinomi e i quozienti di

X-—)XO

polinomi sono funzioni continue);
2) f(x)=e*, fcontinuainx, < lim e* =e";

X—> X >
3) f(x)=Inx;
4) f(x)=x",0€ R,Df =R" scrivendo il valore di o con base e si avra: x“ =e"* =e"* f¢
continua in quanto composizione di funzioni continue;
5) f(x) =a*,aeR" fé& continua e composta poiché a* =¢e*™*;

b
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6) f(x)=sinx ¢ compostapoiché lim sinx =sinx,;

X—)XO

7) f(x)=cosx ¢compostapoiché lim cosx =cosx,;

Esercizi:
!
1) f(x)= X s1n; sex#0 Ci chiediamo se ¢ continua nel dominio (Df);
0 se x=0
X- sinl esiste Vx #0 eDf =R Vx,eR- {0} vicino a X,, abbiamo che f(x)
X

coincide con: x -sin —, che € continua in tutti i punti in cui ¢ definita perché:
X

v sin — ¢ continua poiché ¢ una funzione composta da funzioni continue;
X

v' x-sin — & continua perché ¢ il prodotto di funzioni continue
X

La continuita in X, =0

lim f(x)=f(0) cio¢ lim x-sin—=0 cid & vero poiché sin— ¢ limitata e x tende a 0.
x——0 x——0 X X

x+1 sex=>0 .. 2 )
2) f(x)= 5 0 Df =R  lefunzionix+1 e X" sono continue.
X~ se X<

Verifico ora la continuita di fin x, =0; f(0) = 1 ¢ necessario considerare limite destro e limite

sinistro. lim f(x): lim (x+1):1=f(0) f ¢ continua a destra di x, = 0,
x——0" x——0"

lim f(x)= lim x*=0#f(0) f non ¢ continua a sinistra di x,= 0;

x—0" x—0"

Proprieta delle funzioni continue in intervalli del tipo [a.b]
Considero f: [a,b] = R che sia continua in ogni punto dell’intervallo [a,b], allora valgono le
seguenti proprieta:

v fé limitata cio¢ 1= inf f (x) e L=supf (x) sihache 1,LeR (la continuita in [a,b] ¢

xela,b] xela,b]
CS per la limitatezza);
v I, L sono valori assunti da f (x), cio¢ f ha massimo e minimo assoluti, cioé
Ix,,x, €[ab]:f(x,)=1 e f(x,)=L X1 € detto punto di minimo assoluto, X, ¢

detto punto di massimo assoluto;
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Proprieta

1. Se f¢é continua in [a,b], = flimitata in [a,b]
f(x) = x per x €[0, +oo[ ¢ continua ma non limitata;

Esempi:
1. . . .
f(x) = — 1n ]0, 1] € continua, ma non limitata;
X
2. Teorema di Weierstrass:
Se f ¢ continua in [a,b] allora ha massimo e minimo in [a,b].
Esempio: f limitata in [a,b] ma non continua in tutto [a,b]
x sexe0,1[cioe0<x <1

f(X l sex=0 o x=1
A
1=0
L=1
1 L
; O 3
>
0 1

Ax €[0,1]: f(x)=0 o f(x)=1 poiché f non ¢ continua ne in x, = 0 ne in x, = 1

3. Teorema degli zeri di una funzione continua
Se f ¢ continua in [a,b] e f(a) * f(b) < 0 (assumono valori di segno opposto agli estremi)

allora 3x, € Ja,b[: f(x)=0

A fla) <0
fib) > 0

/

N.B.: non c’¢ una sola soluzione, se ce ne sono piu di una sicuramente sono in numero

dispari.
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Se devo risolvere un’equazione di tipo f(x) = 0 con f continua nel suo dominio ossia cerco
soluzioni appropriate, cio¢ cerco a, b : f(a) * f(lb) < 0 allora 3Ix, e ]a,b[ soluzione
dell’equazione.

Analogo discorso per I’equazione del tipo f(x) =k (< f(x) —k =0)

Teorema dei valori intermedi
Se f ¢ continua in [a,b] allora presi y; e y» € Cf con y; < y,, cioé sono diversi, allora
vy e ly,.y,[,3x e[a,b]f(x)=y Se una funzione continua assume 2 valori allora assume

anche tutti 1 valori intermedi, o anche se y; ey, € Cf = [y1 A ] c Cf

Se f ¢ continua in [a,b] chi & Cf?
Per il teorema di Weierstrass si ha che | = m (minimo) e L = M (massimo), allora per il
teorema dei valori intermedi [m,M]c; Cf per il significato di m, M si ha che Cf = [m,M]

Ossia le funzioni continue trasformano intervalli chiusi in intervalli aperti.

Teorema di continuita della funzione inversa
Data f: [a,b] 2 R ed ¢ continua e monotona crescente o decrescente in [a,b] allora

3f " : [m,M]—>Ja,b] continua.

Fine Funzioni Continue
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CALCOLO DIFFERENZIALE

DERIVATE E DERIVABILITA
Considero f: A 2 R con A =Df ¢ i domini potranno essere:
e Intervalli;
e Semirette;
e Unioni di intervalli e semirette;
e Tutto R;
Preso un punto X, del dominio della funzione (x, € A), considero he R-{0}, tale che x, + h € A (h
si dice incremento € X, + h si dice punto di incremento rispetto a X,).
Chiamiamo rapporto incrementale della funzione f nel punto x,
f (x o+ h)— f (X 0) ( incremento  variabile dipendente J

h

f si dice derivabile

incremento variabile indipenden te
f(Xo + h)_ f(Xo) cR

inx,se 3 lim (ciog¢ il limite deve essere finito) Il valore del limite si

h——0 h
dice DERIVATA di f nel punto X, e si indica con:
i fl(xo);
e D f(x,);
df
e —(x
s.)

Con il cambio di variabile X, + h = x si ha la definizione equivalente 3 lim M eR fsi

X—>X, X-XO
f(Xo + h)_ f(Xo)
h

dice derivabile a destra (e a sinistra) in X, se 3 lim e R tale valorosi indica con
+

h——b>
(o)
fl (Xo) Y f; (Xo) [f—l (Xo) Y fs1 (XO )]
Per 1 teoremi sui limiti si ha che f ¢ derivabile in x, < f derivabile a destra e a sinistra di x, €
devono essere uguali, cioé f!(x,)=f'(x,)

Esempi:
. o || 1
f(x)= |x| X, =0 studio la derivabilita a destra lim — =1=f!(0)
h——0"
1) |
h
poi studio la derivabilita a sinistra  lim U =-1=f' (0)
h——0"
2) f ¢ derivabile a destra e a sinistra di X, = 0, ma non derivabile nel punto stesso.
!
f(x)= X s1n; sex#0 derivabilita in x, = 0. Il rapporto incrementale di fin x,=0 ¢
0 sex=0
1
h-sin—-0
f(h)_ f(O) = =sin— dovendo sostituire lim sinl ma esso A, come
h h h h—s0  h

precedentemente visto, cio¢ f non ¢ derivabile ne a destra ne a sinistra di x,= 0.
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Teorema: se f & derivabile in x, allora f € continua in X,.
Dimostrazione: f continua in x, < lim f(x, +h)=f(x,)< lim [f(x, + h)- f(x,)]=0 ma:

h——0 h——0
_ £, +h)-f(x,) |
0
0] 4 4 hyg g3
f(xo)

hgn)o[f(xo + h)_ f(xo)] =0

f(x, +h)—f(x

per il teorema sul prodotto si ha la tesi, cio¢

Osservazioni: derivabilita in X, = continuita in X,, non ¢ vero il contrario, cio¢ ci sono funzioni
continue in X,, ma non derivabili in esso, come ad esempio f(x) = |x|. La continuita in x, ¢ CN, ma
non CS per la derivabilita.

Regole di Derivabilita
a) Se fe g sono derivabili in X, allora:
e f+g ¢&derivabilein x, e D(f+ g) (xo) = f'(Xo) + g'(Xo);
e f g ¢&derivabile inx, e D(f g) (Xo) = f(Xo) " 8(Xo) + f(X0) " &' (Xo);
SOMMA: il rapporto incrementale della somma ¢:

[f(xo + h)+ g(xo + h)]_ [f(Xo )"’ g(Xo )] _ f(Xo + h)_ f(xo) g(Xo + h)_ g(Xo)
h h h
qui sipassaal lim (f+g)x,)=f"(x,)+g'(x,)
h——0
PRODOTTO: il rapporto incrementale del prodotto ¢:
[£(x, +1)-g(x, +0)] - [F(x,)-g(x,)] _
h

= f(Xo+h)'g(X0)—f(X0)-g(X0+h)+f(x0)-g(x0+h)—f(X0)-g(X0) ciod ho
h

aggiunto e tolto la stessa quantita f(x,)-g(x, +h).

X, +h)-f(x 0)+ X .g(xo+h)—g(xo) 150 ey Veoofx. )4+ o' (x. ) flx
%Q‘Qéll44?443 f(0)1444214443 ’f(o)g(o)g(o)f(o)

£ (x,) g'(x)

X0

Per Hp i teoremi su somma e prodotto sono finiti e derivabilita implica continuita.

1
b) Se f ¢ derivabile in x, e f(x)#0 allora % ¢ derivabile in x, ¢ D(lj(xo)= f (XO)

f £2(x,)

Il Rapporto incrementale a % in X, e:
11 —f(x,+h)+f(x,)

f(xo+h) flx) _ flx,+h)-fxo) _ flxo+h)-F(x,) 1 f(x,)

h h 1442‘,1443 lay 1) £ £ (x0)

N.B: f (x0 +h)¢ 0 f(x0)# 0 ¢ molto 1mportante, ne conseguf:ihe per intervalli molto

piccoli 3f(x, +h)=# 0 poiché f(x) ¢ diversa da 0 in tutto 1’intorno di X.
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c) Se f e g sono divisibili in x, e f(X,)#0 allora ¢ derivabile in x, e

D(Ej(xo): g'(xo)- flx)—1'(x,)- g(x,)

f fz(xo)

g
f




